TEORIA DE ALGORITMOS

Procedimento Efetivo

Um procedimento é uma sequéncia finita de instrucGes bem definidas (sem
ambiguidade), cada uma das quais podem ser mecanicamente executadas num
tempo finito com uma quantidade finita de esfor¢o. E um conjunto de regras que
nos diz precisamente como se comportar.

Efetividade

Cada instrucao deve ser efetiva, isto é, 0s componentes de cada instrucdo devem
ser suficientemente basicos e bem claros tal que a instrugdo possa ser executada
num tempo finito e com esforco finito.

Definitude
Cada passo do procedimento deve ser bem definido (ndo ambiguo):
IF N=M DISPLAY S AND STOP

Esta instrucdo ndo é bem definida pois néo especifica o que fazerse n<moun
> m. Cada passo deve ser finito, ndo dependendo de uma quantidade infinita de
dados para sua complementacdo ou da complementacdo de um processo infinito.
E requerido que o processo eventualmente termine se aplicado a qualquer dado
que esteja dentro do seu dominio de aplicabilidade. Seu comportamento, quando
aplicado a dados fora de seu dominio ndo € de interesse, exceto que 0 processo
nédo deve dar respostas incorretas. Contudo pode acontecer de ele ndo terminar
ou terminar de uma maneira ndo esperada.

Descricao

O processo deve possuir uma descrigdo finita em tamanho e pode ser executado
mecanicamente, de uma maneira finita. Por exemplo, uma lista infinita de
instrucBes para uma maquina ndo pode ser considerada como especificando um
processo efetivo, a menos que se possa ser substituido por uma lista finita
equivalente.



Maquina de Turing

Uma maquina de Turing (Alan Turing?), é definida como sendo composta de:
1. Unidade de Memdria (uma fita magnética infinita nas duas pontas.

2. Unidade de Controle (que executa um programa na memoria)

3. Programa
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A memoria é uma fita infinita para a possibilidade do programa nunca parar.
A nocdo de procedimento efetivo € um conceito informal, e € equivalente a um conceito
formal (méquina de Turing).

Um procedimento para resolver um dado problema existe se se puder programar uma
maquina de Turing para resolvé-lo. Qualquer computacdo que pode ser efetuada por um
computador pode ser simulada numa maquina de Turing. A inversa é falsa porque a
maquina de Turing tem memoria infinita.

Podemos especificar um procedimento informalmente e, invocando a Tese de Church?,
concluir que existe um programa formal correspondente.

Qualquer procedimento pode ser representado em linguagem de Turing (pode ser
executado pela maquina de Turing). Essa € a Tese de Church, que ndo pode ser provada
porque ndo h& uma definicdo formal de procedimento.

Pode ser provado que os programas escritos em linguagem de Turing podem ser escritos
em programas equivalentes em outras linguagens de programagéo.

Algoritmo

Um algoritmo é um procedimento (programa) que sempre termina apds um nimero
finito de passos para qualquer conjunto miscivel de entradas, havendo-as ou néo.

E geralmente aceito que qualquer uma das definicdes formais (Turing) de algoritmos
corresponde a nossa no¢do intuitiva (definicdo informal), pois ndo ha como provar isso.
Até agora, qualquer algoritmo que satisfaca uma definicdo informal pode ser expresso
em qualquer sistema formal.

1 Alan Turing (1912-1954), matematico inglés, criador do dispositivo matematico que leva seu nome.
2 Alonzo Church (1903-1995), matematico americano, conjecturou que “qualquer coisa computavel pode
ser computada por uma maquina de Turing.



Qualquer coisa que um computador possa fazer pode ser precisamente descrita.
Qualquer procedimento que possa ser precisamente descrito pode ser programado para
execucdo num computador.

A primeira frase é verdadeira. Mostraremos que a segunda frase ndo é verdadeira.

Inducdo Matematica

Inducdo como um termo matematico refere-se a uma técnica para provar teoremas sobre
nameros inteiros. Na prova de uma proposicao por indugdo temos a base e o0 passo
indutivo.

Base — A proposic¢éo é valida para todos os objetos com o nimero 1.

Passo Indutivo — Se a proposicdo vale para todos 0s objetos com numero n,

entdo ela vale para todos 0s objetos com nimero n+1.

Exemplo 1.
Seja T(n) o seguinte teorema sobre inteiros:

T(n): z n(n +1)

Entdo, uma prova por mduc;ao consiste dos dois passos seguintes:

1) Prove que T(1) é verdadeiro.

2) Prove que se T(1), T(2), ..., T(n-1), T(n) séo todos verdadeiros, entdo T(n+1)
seré verdadeiro também.

1
I)z 1(l+1) =1. Verdade!

1) Assumlmos agora que para qualquer k <n o teorema T ¢ verdadeiro. Dai,

n
podemos concluir que é verdade que > i= n(n+1)
i=1

[A] e desejamos provar

n+1
que Z| = w [B]
Ad|C|onando (n+1) nos dois lados da equacédo [A], obtemos
Z| +(n+1) = n(n+1) +1) +(n+1) [C]

O lado esquerdo desta equagao é igual ao lado esquerdo da equacao a ser
provada ([B]), pois

1+2+3+...+n:2i e
i=1
n+1

1+243+..+n+(n+1) = Z|+(n+1) D

i=1 i=1
Manipulado o lado direito de [C] temos

nn+D)+2(n+1) n*+n+2n+2 n*+3n+2
= = [D]
2 2 2
Note que o numerador da ultima fracdo € uma equacgéo do segundo grau que,
ao ser resolvida (pela formula de Baskara) nos da como raizes o -1 e o -2.




Como qualquer equacdo do segundo grau cujas raizes sdo a e b podem ser

representadas por (x-a)(x-b), usando isso podemos reescrever o numerador
da ultima fracdo em [D], ficando:

N“+n+2n+2 (n+1)(n+2)

2 T2 L]

Ora, o lado direito de [E] é exatamente a parte direita de [B], o que
satisfaz o calculo de T(n+1) na prova de inducéo e, por isso, provamos o
teorema T.

Exemplo 2.
O Passo Indutivo.

Ha pouca dificuldade em se encontrar a soma dos n primeiros nimeros inteiros.

Vimos que a formula n(n+1)/2 nos da o resultado que pode ser descoberto e

provado de muitas maneiras, uma das quais vimos no exemplo 1.

E mais dificil encontrar a formula para a soma dos n primeiros quadrados:
1+4+9+16+...+n2%.

E bem natural procurar alguma espécie de paralelismo entre as duas regras

acima e observa-las juntas:

n 1 (2 |3 4 5 6
1+2+..+n 1 (3 |6 10 |15 |21
12422+, . n?|1 |5 |14 |30 |55 |91

Como estdo relacionadas as duas ultimas linhas? Examinemos entre as duas com
a segunda sobre a primeira:

n 1 12 |3 4 5 6

2 2 2
o+ ezl 73| 3 | 113 ] 1313
1+2+...+n

Aqui, a regra é 6bvia e é quase impossivel ndo enxerga-la se reescrevermos as
fracdes assim:

333333
Os numeradores claramente é a sequéncia de nimeros impares comecando em 3.
Com n=1, a expressao que gera uma sequéncia impar é 2n+1. Entdo, poderemos
dizer que:
P+2°+..+n°  2n+1
1+2+...+n 3
calcula a soma dos n primeiros inteiros, temos que:

. Como ja conhecemos a expressao que

?+2°+..+n° _ 2n+1
nn+l) 3
2
O n(n+1)/2 esta dividindo na primeira fragdo. Passando ele para o lado direito,
ele vai para la multiplicando. Entéo:




P2 s an?e 2n3+1. n(n2+1) _ n(n +1)6(2n +1) [F]

Talvez vocé ficou tentado a levar o n(n+1)/2 para outro lado invertendo o
numerador com o denominador. N&o, o n(n+1)/2 é simplesmente o b na

! A s . « .
expressao b= ¢, onde fazemos a = c.b. Vocé so faz a inversdo quando b é uma

x . . a a d d
fracdo que vai ser operada com o a, assim: 5=¢= IXE =Cc= axB =c
d

Se vocé continuar a operagdo para isolar a vai ver que é mais rapido levar b/d
multiplicando o lado direito:

ax%:c:axd :cxb:a:cxg.Viu?

Seré que a expressdo [F] é verdadeira para qualquer n?
Certamente que é verdade para os casos particularescomn=1, 2, 3,4,5, 6. Ela
vale para n=7? Vamos ver. Estamos dizendo que

1+4+9+16+25+36+49 = 1T +D(@x7+1)

56x15 840

E, de fato, valeu.

Poderiamos, € claro, testar para n=8, etc., mas a tentacdo néo é tao forte. Somos
inclinados a acreditar que a expressdo valera para 0s préximos casos também.
Como poderiamos testar mais eficientemente a conjectura?

Se a conjectura é verdadeira para todos os casos, ela deve ser independente da
variacdo dos casos, deve valer na transicdo de um caso para o outro.

2 _ n(n+21)(2n+1)

Supostamente 1> +2° +...+n [G]. Ainda, se esta formula

6
é valida no caso geral, ela deve valer no préximo caso, n+1.:
P+2°+..+n°+(n+1)° = (n+(n+2)@2n+3) [H]

6
Aqui esta uma oportunidade de checar eficientemente a conjectura. Vamos
subtrair [G] de [H] teremos. Subtraindo o lado esquerdo de [G] do lado esquerdo
de [H] ficamos com (n+1)? do lado esquerdo que € igual ao lado direito de [H]
menos o lado direito de [G]:

(n+1)? = (n+1(n +62)(2n +3) n(n +1)6(2n +1)

E esta consequéncia da conjectura verdade? Vamos tentar simplificar o lado

direito da equacéo:

(n+H(+2)2n+3) n(n+(2n+1) (n+1) [
6 6

:”T“[zn2 +3n+4n+6-2n’ —n]:nTH[6n+6]:nT+lx6[n +1]=(n+1D(n+1) = (n+1)*

(n+2)2n+3)—n(2n+1)]=

A consequéncia examinada é incontestavelmente verdadeira. A conjectura
passou por um teste severo.



O Passo Demonstrativo

A verificagdo de qualquer consequéncia aumenta nossa confianga na conjectura,
mas a verificacdo da consequéncia recentemente examinada pode fazer mais: ela
pode provar a conjectura:

E supostamente verdade que 1> + 2% +...+n% = n(n +1)é2n D

E incontestavelmente verdade que

P+22+..4+n*+(n+D)° = (n+1)(n +62)(2n+3)

No primeiro exemplo foi dada a férmula para a prova. Mas, pode acontecer de se ter que
conseguir uma formula, a qual pode ser muito trabalhosa.
Como se viu, uma vez obtida a formula que supostamente nos da a proposi¢éo, basta
prova-la depois indutivamente. Mas, para obter-se a formula tem-se que adivinhar
férmula e fazer testes.
E o bastante saber duas coisas sobre a conjectura:

1. Elavale paran=1.

2. Sendo valida para n, vale também para n+1. Entdo a conjectura ¢ valida para

todos os inteiros.

Existem também outros tipos de indu¢do, nas quais os objetos manipulados nao sao
mais numeros inteiros, como em provas indutivas de programas, onde se manipula
instrugdes. Se bem que nada impede que estas instrucdes, por sua vez, manipulem
nameros inteiros direta ou indiretamente (através do “tamanho” de um objeto, por
exemplo). E o que veremos a sequir.

Inducdo em Programas (Procedimentos)

Vamos agora obter uma analogia para desenvolvimento de algoritmos. Queremos obter
um algoritmo A que solucionard um problema com entrada x de tamanho n. Postulamos
que a entrada pode ser representada como n elementos individuais, isto €, X = (X1, X2,
....Xn). Entdo, a técnica de inducdo consiste nos seguintes passos:

1. Encontre um algoritmo B que resolva o problema para n=1.

2. Encontre um algoritmo C que tome como entrada x;, mais a solugéo para X2, X3,
..., Xi € Mais Xi+1 e produza a solugdo x,_, .

Dados estes dois algoritmos B e C, a solugédo x_n para o problema original é encontrada
por:

Algoritmo A:
inicio
X, < B(x);
i<«1
Enquanta(i < n)
facagx,.;i < C (%, X,);i +1}
fim



Outro Exemplo.

Encontrando o maior elemento num conjunto X, que é uma n-upla, supondo todos 0s
elementos diferentes entre si, queremos encontrar a localizacdo e o valor do maior
elemento na upla.

Dado este problema, vamos desenvolver um algoritmo usando a técnica de indug&o.
Primeiro, o algoritmo B, é bastante trivial, desde que numa 1-upla o Unico elemento é
exatamente o maior, teremos que

Algoritmo B (Encontre o maior elemento numa unpla)
inicio:
valmax € x(1);
indmax €< 1;
fim.

Agora, o critério para o algoritmo C € que valmax contém o valor maximo entre os i
primeiros valores e que indmax aponte para sua localizacdo. Adicionalmente, é-nos
dado x(i+1) para o qual ndo temos ainda uma ordenacdo. Duas possibilidades existem:
1) x(i+1) é maior que valmax, caso em que devemos atualizar nossa solucao.
2) x(i+1) e menor que valmax, o que significa que a velha solucéo é também a
atual.
Dali,
Algoritmo C (Parte indutiva do elemento maximo)
inicio:
Se x(i+1) > valmax entao
valmax, indmax < x(i+1), i+1;
fim.

Juntando estes dois algoritmos como foi ilustrado acima, resulta na seguinte solucéo:

Algoritmo A
procedimento maxelemento(x, n; x)
inicio { Encontre o maior elemento}
valmax < x(1);
indmax < 1;
i€ 1;
Enquanto (i < n) faca
inicio {verifica elemento i+1}
Se x(i+1) > valmax entéo
valmax, indmax < x(i+1), i+1;
I €< i+l
fim
fim
Consistente com nossa discussdo anterior, o bloco de comandos na iteracdo dependente
do tamanho de n é selecionado como a constru¢do dominante. Mais especificamente, a
comparagao “x(i+1) > valmax” pode ser tomada como a instru¢do dominante. A
comparagao é executada exatamente (n-1) vezes.



Nos exemplos que se seguem, as demonstragdes serdo “mais matematicas” do que a
anterior e também a inducdo sera usada para testar programas quanto a sua finitude (se
termina ou ndo) e quanto a sua resposta (correta ou ndo). Para cada programa especifico
isto pode ser feito.

O Algoritmo de Euclides para o Maximo Divisor Comum

Passo 1: (m, n)
Adote como valores iniciais de x e y 0s valores m e n, respectivamente.
Passo 2:
Adote como valor de r o resto da diviséo do valor de x pelo valor de y.
Passo 3:
Adote como o novo valor de x o valor de y, e como novo valor de y o valor de r.
Passo 4:
Se o valor de r é zero entéo o valor de x é o valor do MDC, e fim. Caso contrério
volte para 0 passo 2.

No caso do algoritmo de Euclides, podemos mostrar que a sequéncia de célculos é
finita, provando a seguinte proposicao:
Se no passo 2 do procedimento os valores de x e y séo inteiros e positivos, entéo
0s passos 2, 3 e 4 serdo executados um numero finito de vezes, com os célculos
terminando no passo 4.

A demonstracdo é por indugdo sobre o valor de y.
Sey =1, entdo teremos, pela execucdo do passo 2, r = 0. Consequentemente, 0S passos
2, 3 e 4 serdo executados uma Unica vez e os calculos terminam no passo 4.

Suponhamos agora que a proposicao € verdadeira para qualquer x > 0 e qualquer y, com
1 <=y <k, e demonstraremos que ela é verdadeira para 'y = k.

Por definicdo do resto da divisao de inteiros positivos (r = D — qd), teremos apdés a
execucdo do passo 2: 0 <=r<Kk.

Se r =0, entdo a execucao termina, como anteriormente, numa Unica vez.

Ser >0, entdo, com a execucdo dos passos 3 e 4 teremosx =k>0ey=r,com0<r<
k e a execucdo volta para o0 passo 2.

Por hipétese de indugdo, 0s passos 2, 3 e 4 serdo executados um namero finito p de
vezes, com os calculos terminando no passo 4. Ao todo teremos entdo p+1 (um do passo
1) execucdes para y = k. Notemos ainda que os valores iniciais x = m e y =n resultantes
da execucgéo do passo 1 satisfazem as condic¢des da proposi¢ao acima. Podemos
concluir, portanto, que a execuc¢do do algoritmo de Euclides termina para quaisquer
inteiros m e n.

A prova de que o algoritmo realmente devolve o MDC(m,n) fica adiada para a se¢édo
Assercoes.



Iteracao

Iteracdo é a execucdo repetitiva de uma dada instrucao até que uma certa condigdo seja
satisfeita. Note que uma instrucao pode ser formada de varias outras menores. A
execucdo iterativa duma instrucdo n vezes tem o mesmo efeito que escrever-se a
instrucdo n vezes e executar uma vez cada uma. Porém, nem sempre esse n é conhecido
e muitas vezes seu tamanho proibe que se repita (escrevendo) uma instrugao n vezes.
Por isso, escrevemos um nimero m de linhas de instrugdes, em que esse m é muito
menor que n e iteramos, isto €, repetimos as instrucdes tantas vezes quanto necessario
para equivaler a escrever a instrucdo n vezes. Sem iteracdo, alguns programas, como o
algoritmo de Euclides ndo poderiam ser escritos, para certos valores a partir de um
maximo permitido.

Vimos que o algoritmo de Euclides é executado p+1 vezes. Para um computador que
tivesse uma memdria com p palavras nao haveria, portanto, condi¢des de calcular o
MDC nele pelo algoritmo de Euclides. Veremos que outro método (recursao) diferente
de iteracdo, mas que ndo é melhor, podera ser usado.

Comandos Iterativos:
1) ENQUANTO E(m,x) FACA x < g(m,x);
2) REPITA x €< g(m,x); ATE QUE E(m,x);

Sé&o os dois principais comandos iterativos usados aqui, onde:
m é uma n-upla de argumentos iniciais.

X € uma p-upla de variaveis.

g é uma funcdo (computacdo) que manuseia estes valores,
primeiro inicializando com m e depois calculando os novos
componentes de X.

E é a condicdo, que depende de m e de x.

Exemplo:
REPITA
REPITA XY,r € gi(m,n,r,x,y),
r € resto(x,y); ga(m,n,r,x,y),
X,y,e y,r gS(minlr!X!y);
ATE QUE r=0; ATE QUEE;

gl(m,n,r,X,y) =y
gz(m,n,r,x,y) = resto(X,y)
gs(m,n,r,x,y) = resto(X,y)
E=(r=0)

Para cada chamada de g surgirdo novos valores para as
componentes de x. A execucdo sO parara quando surgirem valores
de x que satisfacam E. Em parando a execugao, teremos estes
valores de x como finais, juntamente com a condicao de parada
satisfeita (ndo-E para 0o ENQUANTO e E para o REPITA, isto é,
FALSE e TRUE).



Iteracdo e Inducgéo (Assercoes)

Baseando-se no principio de inducdo matematica, deduz-se as seguintes regras para
demonstracdo de proposicdes que relacionam os valores de m e x e os comandos
iterativos:

1) Parao ENQUANTO (enquanto E faca S), se:

a. A proposicdo P(m,x) é verdadeira antes da execucéo
do ENQUANTO.

b. A veracidade de P(m,x) e de E(m,x) implica na
veracidade de P(m,x) ap0s a execucdo de S.

c. Entdo: a execugdo do comando ENQUANTO néo
termina ou termina com P(m,x) verdadeiro e E(m,X)
falso.

2) Para o REPITA (repita S até que E)
a. P(m,x) é verdadeiro antes da execugdo de S e uma

----- P certa propriedade Q(m,x) vale depois da execugdo de S
g p— (Q pode até ser P).
s b. A veracidade de Q(m,x) e de ndo-E implicar a

veracidade de P(m,x) apos a execucdo de S
c. Entdo: a execucdo do REPITA ndo termina ou termina
com Q e E verdadeiros.

PA-E ---

Note que a inducdo é feita sobre o nimero de vezes que o comando S é executado. A
premissa (a) é a base de inducdo. A premissa (b) é o passo indutivo.

No exemplo abaixo, mostre que a proposicdo P é valida sempre que o controle passa por
aquele ponto onde esta P.

Claramente P vale aqui

devolvar
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Podemos descobrir as seguintes igualdades:

Mi+1 = mMi — K;
fise1=ri+1
Ki+1 = ki + 2

Testamos agora se P vale ap0s esses assinalamentos:

De P temos que ri? + mi = n. Entdo, apds 0 comando riz1+mis1 = (ri+1)? + mj — ki
=12+ 2ri + 1+ mi — ki, mas, de P: ki = 2ri + 1 ==> riZ+mis1 = 1% + 2ri + 1+ m;

—2ri— 1= ri?+m; =n. Daqui provamos que r> + m = n continua valendo.

De P, kj = 2ri + 1. Entdo Kj+1 = 2ri+1 + 1?

Usando as trés igualdades descobertas acima e substituindo:

ki+2=2(ri+1)+1==>ki+2=2ri+3==>k=2ri + 1.

Assim provamos que k = 2r + 1 continua valendo. Dai, P vale no ponto indicado.

Exemplo 2 — Fatorial de n (n!)

¥

T

3% 3%, xtl ‘

]

Pre=(x—-Dl1"x<ntl

Devolva =

---- s=(z-DIMxEntl Mt uéEn

x=n+1===x
==%g=({ntl) - 131 = nl

Quando x < ntemos que :
Siy1 = Si % X

Por P, temos que :

sj = (xj = 1!

Seraque :sjq = (Xj,q —D! ?

Desenvolvendo da primeira exp resséo :

s, xX =((x, +)-Dl=
S x X, = X!

Usando P, temos que :

S, x X =X x (% -1)l=
s, =(x,-D! ou
s=(x-1)!

O equivalente matematico :
Xjp =X +1

Por P, temos que :

Xj =n +1
Seraque :xj,y <n+l ?
Desenvolvendo da primeira exp resséo :
X+l<n+l=

X, <n

Apb6s a execugdo do comando teremos :

X <n+1 ou
x<n+l1

11



Exemplo 3 — Fibonacci® (Fu = Finz + Fna, m > 2)

------ Pnz0x=F,v=F,05kZn
F
k=n
T f---- nzl
Y.k o, xhy, kel ‘
|~ —————————— Pnz0x=F,v=F+a,05k<n

X1 =Yoo Yian =% +VYi ki+1:ki+l
P:x=F; v, =F;+1 0<ki<n
X =Fi,a=> Y =FR+1

Exemplo 4 — Euclides (MDC)

______ Fm>0n>0x=mv=n

h

------ Prm>0n=0, x>0, v>0, mde(m) = mde(xy)

4 restolz,y)
o xdivy

--------- Pm=0n>0, x=mv=1, t=x—qy, mde(mmn) = mde(x,7)

Fim=0n=0x=0,5zr 7 [ =0, mddmn) =xv y= o, mdelman) = mde(ey)

mde{m. ) = x

3 A sequéncia de Fibonacci inicia-se com 0, 1. O proximo valor é a soma dos dois Ultimos. Assim, para n
=7 teremos a sequéncia: 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13.
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Recursao

Recursdo é um conceito cujo uso nos permite especificar uma funcéo em termos dela

mesma, isto €, 0 objeto é definido em termos dele mesmo.
Consideremos a seguinte defini¢do indutiva da funcdo fatorial:

. 1 sen=0
" |n[(n-1)], sen>0

que pode ser transformada no seguinte programa (modificando um pouco):

procedimento fat(n):
Se n < 2 entdo devolva 1
sendo devolva n*fat(n-1);

O programa foi modificado um pouco porque tanto 0! quanto 1! valem 1, assim
consideramos apenas valores a partir de 2, para n.

Vamos ver o que acontece quando n = 4:

=4
4% far(3) ] =46 = 24
3 fat(2) ] =3 = ;5:_\
2*[fat(1)] =2%] =2\§
LD

O que ocorre é que as primeiras multiplicacdes sdo suspensas até que o segundo fator
seja um namero, isto €, primeiro é feita a ultima multiplicacdo, depois a penultima, e

assim por diante, até a primeira.

Acontece como se surgisse uma copia do programa a cada chamada, sendo que a copia i

entrega seu resultado para a copia i — 1:

( procedimento fat(4)
Se 4 < 2 entdo devolva 1
sendo
devolva 4 * [ procedimento fat(3)
Se 3 < 2 entdo devolva 1
senao
devolva 3 * [procedimento fat(2)
Se 2 < 2 entdo devolva 1
senao
devolva 2 * [procedimento fat(1)
Se 1 <2 entdo devolva 1
1=2*1
]1=3*2*1
1=4*3*2*1
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Para se descobrir se um processo pode ser feito recursivamente, deve-se encontrar uma
relacdo entre o processo de um dado tamanho n e processos equivalentes menores, isto
é, quando o processo original for dividido em processos menores, estes devem ter as
mesmas caracteristicas do processo original.

Qual é o Melhor Algoritmo?

Dado um conjunto de algoritmos para resolver um problema especifico, como escolher
o melhor entre eles, isto &, o mais eficiente?

» A medida ndo pode ser feita pelo tempo que um computador x gastaria para
executar cada programa, pois para um mesmo programa A, o tempo do
computador x serd certamente diferente do tempo de outro computador y
diferente de Xx.

» N&o podemos também nos basear no nimero de instrucdes (escolher como
melhor o menor), pois ha programas grandes que sdo bem mais rapidos que seu
equivalente menor.

O que mais influéncia na performance de um procedimento sdo os comandos iterativos,
pois 0s demais podem ser ignorados para grandes tempos de execucao.

Para aqueles programas que tem dados de entrada, claro esta que o tempo de execu¢édo
depende também do tamanho desta entrada.

A comparacdo de dois algoritmos para resolver um mesmo problema da o grau de
complexidade de um relativamente ao outro. Cada um deles, como ja visto, pode ser
representado por uma funcdo matematica. O maior expoente que se tem na funcao que
dé& a complexidade do algoritmo é a ordem de complexidade.

A tabela abaixo mostra o tamanho da entrada (n) que pode ser processada por seis
diferentes algoritmos com diferentes ordens de complexidade, dando também o tempo
de execucéo.

Ordem Tempo

1segundo |1hora |1ano
logan n=10*" 10t 109"
n 1000 10° 10%
n.logon | 140 10° 10°
n? 31 1897 10°
2" 9 21 34
22" 3 4 5

Ent&o, o melhor € o que tem ordem igual a log , 2 e o pior o que tem ordem igual a 2%

pois o primeiro roda em um segundo com uma imensa quantidade de dados, enquanto o
ultimo faz os mesmos um segundo com apenas trés quantidades.
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Assuma, por exemplo, que o problema é procurar numa lista de n nomes um dado
nome. Um algoritmo linear (ordem n) A resolve o problema para uma lista de 1000

nomes em um segundo. Se tivessemos um algoritmo A2 de ordem log , 2, entdo A2

poderia resolver com uma lista de 10°** nomes e no mesmo tempo de um segundo! Do
mesmo modo, se um outro algoritmo A3 tem ordem n. log, 2, somente uma lista de 140

nomes poderia ser processada por ele no mesmo tempo de 1s.

Qual dos dois algoritmos para o calculo de n! vistos anteriormente é o mais eficiente,
isto é, qual € o que tem menor ordem O(n)?

Uma medida aceitavel de eficiéncia pode ser o numero total de operagdes primitivas
(somas, subtracfes, comparacdes) executadas e mesmo quantas vezes o lacgo é refeito
até o final.

No caso de n! o programa iterativo fard (n+1) operacdes para cada n, enquanto o
programa recursivo fara exatamente n operagdes para cada valor de n. Assim, o
algoritmo recursivo é mais eficiente.

Um outro exemplo de programa recursivo é um calcula os nimeros de Fibonacci.
Criaremos também a versao iterativa e veremos que recursdo nem sempre é melhor que
iteragéo.

A sequéncia de Fibonacci é definida indutivamente por

0, sen=0
Fn=<1 sen=1
F.+F ,,sen>1

que, alterando um pouco, pode ser transformada no seguinte programa recursivo:

procedimento Fib(n):
Se n < 2 entdo devolva 1
sendo devolva Fib(n-1) + Fib(n-2)

Vejamos 0 que acontece para n = 4.

Fib(
Fib(3) Fib()
Fib(Z) 1 1 0

I

Vé-se que Fib(2) é calcula mais de uma vez.
Vamos calcular a fungdo que da a ordem de complexidade deste programa calculando o
numero de operacOes necessarias para o computo de Fn. Este nUmero depende de n.
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» Sen =0, teremos uma operacao so.
» Sen =1, teremos apenas uma operagdo também.
» Agora, se n > 2, teremos:

©)

©)
@)
©)

1 operacdo no inicio (a comparacao n <2) mais

1 operacdo de (n-1) mais

1 operacao de (n-2) mais

1 operagdo de Fib(n-1)+Fib(n-2) e mais o calculo de Fib(n-1) e Fib(n-2),
ou seja:

C(n)={

1 sen<l1
4+C(n-1)+C(n-2),sen>1

que pode ser posto em termos de Fibonacci. Para isto temos que fazer
bastante calculos e “adivinhar” a formula. Veja, na expressdo acima, que

n <1 equivale a n < 2. Entdo, trabalhando em cima de C(n):
c() =1

c@=1
C(2)=4+C(1)+C(0)=6
C@)=4+C(2)+C() =11
C(4)=4+C(3)+C(2) =21
C(5) =36

C(6) = 61

C(7) =101

C(8) =166

C(9) =271

Com um pouquinho de trabalho vé-se que a formula sai facil. Veja que, a partir de C(2),
a diferenca entre C(i) e C(i+1) é dada por: 5*1, 5*2, 5*3, 5*5, 5*8, 5*13 e 5*21 (paran
igual a 9), ou seja, sempre 5 multiplicado pela sequéncia 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, que é a
sequéncia normal de Fibonacci. Podemos ent&o, concluir que:

C(n) — C(n-1) = 5*Fn.1. Dai, C(n) = 5*Fn.1 + C(n-1)

Devemos, agora, colocar C(n-1) em termos de Fibonacci, usando a férmula de C(n):
C(n)=C(n—-1)+5Fn-1

C() =C(0)+5Fo=1

C(2)=C(1)+5Fi=1+5=6

C(B)=C(2)+5F2=6+5=11

C(4)=C(3)+5Fs=11+10=21

C(5)=C(4)+5F+=21+15=136

C(6) = C(5) + 5Fs = 36 + 25 = 61

C(7) =C(6) + 5Fs = 61+ 40 =101
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Olhando para a coluna de C(n-1) e fazendo alguns testes notamos, por exemplo, que
C(3) = 5F4 — 4, de onde concluiremos que:

C(n—1) =5F, —4 esubstituindona formuladeC(n) : C(n) =5F, —4+5F, , =
=C(n)=5F +5F, ,—4=C(n) =5(F ,+F,,)-4

Esta formula ndo funciona para n = 0, mas podemos incluir este caso fazendo a extensdo
paran + 1. Da formula inicial C(n) = C(n-1) + 5F.1, teremos que:

C(n+1)=C(n)+5F, = C(n)=C(n+1) —5F,
Tentando derivar a formula novamente:

C(0)=C(l)-5Fo=1-0 =1
C(1)=C(2)-5F1=6-5=1
C(2)=C(3)-5F2=11-5=6
C(3)=C(4)-5F3=21-10=11
C(4)=C(5)-5Fs=36-15=21

Podemos fazer alguns testes na coluna C(n+1) para derivar a formula ou usar a formula
anterior C(n-1) = 5F - 4, para n+1, donde teremos:

C(n+1)=5F,,, —4. Substituindona férmulapara C(n) acima:C(n) =5F,, , —4-5F ,
0 que resulta em C(n) = 5(Fn+2 — Fn) — 4. Testando:

C(0)=5(F2-Fo)=5-4 =1
C(l)=5(Fs-F1)=5-4=1
C2)=5(F4s-F2)=10-4=6
C(3)=5(Fs-Fa)=15-4=11
C(4)=5(Fs-Fs4)=25-4=21

A formula agora vale para n > 0. Pelo menos vale até n = 4. Sera que vale para qualquer
n maior que zero?

Vamos fazer a prova por inducdo matematica e mostrar que a formula vale para
qualquer n > 0.

Prova por indugéo sobre n:
C(n)=5(F, ,-F)—-4,n>0
Base:
n=0,C00)=1
C0)=5(F2-Fg)-4=1

n=10C1)=1
Cl)=5(F:3—-Fy)-4=1
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Passo: n>1

Suponhamos, como hipdtese de inducdo, que a férmula vale para
qualquer n’ <n.
C(nN)=4+C(n-)+C(n-2)= (Hipétese)
=4+5(F,,,—F )-4+5F —-F _,-4)=
C(n-1) C(n-2)
4+5F , —5F  —4+5F —5F ,—4=
5F,,+F,-F,,—F ,)-4=

n+1
(mas,F,,+F,=F. ,e—-(F_,+F_)=-F)

1T on+l

n+2
= 5(F n+2 _Fn )_ 4
Pode-se obter uma formula fechada para C(n), através da formula
F =" - B)I\5, k=0
ou seja, uma férmula que calcula Fibonacci, onde:

a=0+5)/2 e B=@1-5)/I2

o se aproxima do numero irracional ¢ (phi), também aproximado pela razao
(A+B)/A, onde (A+B)/A = A/B. Esta razdo é mais conhecida como Razdo de

Ouro. B, por sua vez, equivale ao negativo do inverso de o (- 1/ o). Em outras

palavras:
1-45 1
2 1++/5
2
Demonstragéo:
Base:
aO _ﬂo
k=0,F =0, 2"~ —(1-1)//5=0
0 55 1-1
KelE <1 a' - B _1+\/§—1+\/§_2\/§_1
BN 25 2.5
Passo k > 1:
aL _ﬂL
Admite-se como hipotese de inducéo que F = —5 para todo

L tal que 0< L <k.
Ora,

F=F +F_,= [(akf1_'3k71)/\/§]+ [(ak—z _ﬁk—z)/\/g]:
:[(ak—l+ak—2)_(ﬂk—l+ﬁk—2)]/\/_:

[ 2 (@ +1) - g2 (B+D)INB A o< -B ) B
a+1=(B+5)/2=a’ ¢
B+1=(3-/5)/2=p?

Usamos o fato de que
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Uma aproximagcéo de C(n) é C(n) = 2.96 x (1.62)"**

Um computador que realizasse um milhdo de operacdes basicas por segundo
levaria cerca de 1.2 x 102 anos para computar F1go! Por isso, 0 programa
recursivo para Fib ndo é eficiente.

Muito mais eficiente € o programa que usa iteracao, a seguir:

procedimento Fib(n):
Xy, k€0,1,0;
Enquanto k <n
faca x, y, k €y, x+k, k+1;
Devolva x;

A atribuicdo (<) ndo é considerada uma operacao basica.

Se n =0, faz apenas a comparacdo: 1.

Se n >0, faz a comparacéo e mais duas operagdes (somas) n vezes.

Entdo C(n) = 3n + 1. Este programa calcularia F1o0 em 3 x 10 segundos (301
operacdes).

Assim temos uma mesma funcgéo calculada por dois algoritmos de eficiéncias
diferentes. Portanto, nem sempre recursdo é melhor que iteracéo, e vice-versa.
No caso da funcéo fatorial, o programa recursivo é mais eficiente do que o
programa iterativo, porém, no caso da sequéncia de Fibonacci, isto €, no calculo
de um valor de Fibonacci, a versdo iterativa € muito mais eficiente que a versédo
recursiva.

Programas Equivalentes

Dois programas sao equivalentes se, e somente se, calculam a mesma funcéo parcial,
isto é, quando, partindo dos mesmos dados, ou as execucdes de ambos nao terminam ou
entdo ambas terminam, sendo devolvidos os mesmos resultados. Aquele que parar
primeiro, nas mesmas condicdes, é o mais eficiente.

Os dois programas anteriores para calcular um namero de Fibonacci sdo equivalentes,
porém, o segundo é o mais eficiente.

Adotada esta definicdo de equivaléncia, pode-se provar que um programa iterativo pode
sempre ser transformado num programa recursivo equivalente.

Por exemplo, para eliminar um comando iterativo enquanto E faca S, devemos definir
0 procedimento auxiliar g:

procedimento g(my,...,Mn,Y1,..Yp):

inicio
X1yee0sXp € Y1, Yp:
Se E entdo
inicio
S; devolva g(my,...,Mn,X1,..Xp);
fim
sendo devolva Xi,..Xp
fim
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Vé-se que se E for verdadeiro, o comando S é executado e volta atestar E com novos
Xl,..Xp.

Caso E seja falso, o ultimo valor em x1,..Xp é devolvido.

No programa original, 0 comando ENQUANTO E FAGA S deve ser substituido por X,..Xp
< g(my,...,Mn,X1,..Xp).

Igualmente, para o comando iterativo REPITA S ATE QUE E:

procedimento g(my,...,Ma,Y1,..Yp):

inicio
X1, Xp € Yipe0,Yps
S;
Se -E entéo
devolva g(my,...,Mn,X1,..Xp);
devolva Xi,..Xp
fim

Isto é, enquanto E for falso, os comandos 1 e 2 sdo executados e o teste refeito.
Repetindo-se a aplicacdo desta transformacéao a todos os comandos iterativos do
programa, chega-se a uma versao sem comandos iterativos.

E claro que a eficiéncia do programa também mudara, para mais ou para menos.

Exemplo.
procedimento Fib(n): {iterativo}
inicio.
X, ¥, k€ 0,1,0;
Enquanto k <nfacax, y, k €y, x+k, k+1;
Devolva x;
fim.

No lugar do comando Enquanto, colocamos ‘X, y, k € g(n, X, y, k)’. E o procecimento g
seréa:
procedimento g(n,yi, Yz, Y3):

inicio
XY, K€y Y2, Y3
Se k < n entdo
inicio
X, ¥, kK €y, x+y, k+1;
devolva g(n,x,y,K);
fim
sendo devolva x, y, k;
fim

Estas duas versdes tém, praticamente, a mesma eficiéncia.

A transformacdo contraria, de recursdo para iteracdo, pode ser bastante dificil, conforme
0 tipo dos objetos manipulados.

Por exemplo, fica bastante dificil construir um programa iterativo para percorrer uma
estrutura em arvore.

Em certos casos, a recursdo é mais poderosa do que a iteracao.

Os programas a seguir mostram duas versdes do programa Fibonacci, uma iterativa e

outra recursiva. Os programas estdo escritos em Pascal e calculam a sequéncia para n =
7.
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program fibi;
var x,y,k,A : integer;

begin
x:=0;y:=1;,k:=0;
while k<7 do
begin
A:=x;
X:=y;, yi=A+X;
k:=k+1;
end;
message(x);
end.

program fibr;
var x,y,k,N : integer;

procedure G(N:integer; var y1,y2,y3:integer);
var A:integer;

begin
x:=yl;y:=y2; k:=y3;
if k < N then
begin
A:=x;
X:=y; yi=A+X;
k:=k+1;
end;
end;

begin
x:=0; y:=1; k:=0; N :=7;

G(N,x,y,k);

message(x);
end.

Estes dois programas gastaram, praticamente, 0 mesmo tempo para devolver o resultado

x = 13. O tempo foi menor que 1s.

Ja a versdo abaixo, também recursiva, gasta mais que 1s para devolver o resultado

anterior.

program fibrec;
var X : integer;

function fib(n:integer) : integer;
begin

ifn<2thenfib:=n

else fib := fib(n-1) + fib(n-2)
end

begin
x .= fib(7);
message(x)
end.
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Recurséo e Indugéo

Também no caso da recursdo, podemos estabelecer uma regra de demonstracdo baseada
no principio da inducdo matematica. A inducéo é feita sobre o nimero de vezes que 0
procedimento é aplicado recursivamente. Normalmente, a parte mais dificil em inducéo
¢ achar uma hipotese conveniente. A verificacdo da hipotese é simples.

Exemplo 1.
procedimento f(n): {n>0}
Se n =1 entdo devolva 1
sendo
Se resto(n,2) = 0 entdo devolva n + 2 {n é par}
sendo {n é impar}
devolva f(f((3n+1) + 2))

Veja que, quando n é impar, (2n + 1) também é impar (na verdade, 2n+1 é impar para
qualquer n impar ou par). Se (2n+1) é impar e n é impar e sabemos que impar+impar é
sempre par, entdo (2n+1)+(n) = 3n + 1 é par.

A proposicao a ser demonstrada é:
Se n > 1, entdo, ou f(n) ndo estd definido ou entdo f(n) < n =+ 2 (0 programa s
para passando por aqui). Essa sera a hip6tese de inducdo.

Sejan>1.
Se o célculo de f(n) ndo termina, entdo nada ha para demonstrar. Se o calculo termina,
consideremos as duas possibilidades:

a) néepar:f(n)=n=+2
b) né impar: f(n) = f(a), a = f((3n+1) + 2)

Como o calculo de f(n) termina, entdo terminam também os calculos de a e de f(a).
Aplicando a hipotese de inducdo duas vezes, temos que a < (3n+1) + 4, ou seja,

[(Bn+1)/2])/2ef(a)<a+2<(3nt+1)+ 8
Para todo n > 1 tem-se que (3n+1) ~ 8 <n + 2, portanto f(n) <n + 2.
Exemplo 2.
procedimento g(n): { n > 0}

Se n > 100 ent&o devolva n-10
sendo devolva g(g(n+11))

Demonstra-se que a fungéo g calculada pelo procedimento é igual a funcdo h, definida
por:

n-10, se n >100
h(n) =
91, se n <100
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Considerando os trés casos possiveis:
a) n>100. Neste caso, g(n) =n-10 = h(n)
b) 90 <n<100. Aqui, g(n) = g(g(n+11)), onde as duas ocorréncias de g
correspondem a chamadas recursivas do procedimento. Usando, entdo, a
hipétese de indugdo (“h(n) = g(n)”):

g(n) = g(g(n+11) = g(h(n+11)) = h(h(n+11))
Ora, n+11 sera, no minimo, o nimero 101, ou seja, n+11 > 100 e, portanto:

h(h(n+11)) =h(n+1) =91 =h(n), por defini¢do de h. Dai, g(n) = h(n). Hipbtese

=n+11-10 za'
verificadal

c) n<90.
Aplicando a hipotese duas vezes (pois teremos “g(g())”):

g(n)=g(g(n+11)) =g(h(n+11) = {n+1<100 = n <89}
=h(h(n+11) ) =h(91) =91 = h(n)

%/_/

91, pordef de h
Dai, g(n) = h(n), como queriamos demonstrar.

O que foi demonstrado € que, se o procedimento g parar, entdo g(n) = h(n). Agora, g(n)
para sempre?

Com pouco trabalho podemos descobrir que 0 nimero de chamadas C(n) é igual a
2(101-n) para n < 101. Claramente, para qualquer n > 101, ndo ha nenhuma chamada
recursiva, isto é

0,sen>101
C(n)={

2(101-n), se n<101

Dai, o procedimento g sempre para.

Exemplo 3.

Seja M o0 menor conjunto que contém o elemento 1 e estd fechado sob as operacdes
gx)=2x+1lef(x)=3x+1,

isto €, se 0 elemento a estd em M, entdo 2a + 1 e 3a + 1 também estdo em M.

SenestaemM,nédaforma2y+1ou3x+1,ondexeyestioemMex<youXx=y

. n-1 n-1 ~ «
ou x>Yy. Também y = - ex= 3 As duas expressdes ddo 0 mesmo resultado

quando X_ E_
y 3

Deseja-se escrever um programa que constroi a sequéncia dos n menores elementos de
M, com n > 1, em ordem crescente.
Por exemplo, paran = 15: <1,3,4,7,9,10,13,15,19,21,22,27,28,31,39>.
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Suponhamos que ja conseguimos construir a sequéncia parcial <Sy, Sz, ...,Sm>, com m
maior ou igual a 1 e menor ou igual a n. E facil verificar que existem p e q, tais que:
1<p,g<m:
a(S,)>S,, 9(5) <SS, Vi[l<i<p
f(Sy) > S, f(S)<S,, Vill<i<q
Em outras palavras, o menor entre g(Sp) e f(Sq) sera o valor de Sm+1 e 0s novos valores
depeqseraop’eq’:
p,q+1 se f(S,)<g(S,)
p.a'=yp+1q, se f(5,)>g(S,)
p+1q+1 se f(S,)=9g(S,)

p e g tem que ser 0s minimos possiveis, e, nesse caso, q Ndo pode ser menor que
p.

p é o primeiro elemento cujo dobro mais um ndo esta na lista.

m=p=q=1 e a sequéncia <1> constituem uma base conveniente para fazer a
inducéo.

O procedimento abaixo constrdi a sequéncia para qualquer n:

vV VvV VYV

procedimento h(n):
inicio.
p,gmt €1,1,1,<1>;
Enquanto m < n faca
inicio.
a,b € 2*t[p]+1,3*t[q]+1;
m < m+1;
Sea<bentdo
p,t € p+1, t#a; {o simbolo # insere a na lista t}
sendo
Sea>bentdo
q, t € g+1, t#b;
sendo
p,q.t € p+1, g+1, tHa;
fim;
devolva t;
fim.

O procedimento abaixo testa se me M.

procedimento pertence(m):
Se m < 1 entdo devolva 1
sendo devolva
((resto(m,2)=1) AND pertence(m+2)) OR ((resto(m,3)=1) AND pertence(m=3));
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TEORIA DOS CONJUNTOS

Igualdade
A=B < xe AAXeB, paraVvx

Lé-se: A éigual a B se, e somente se, X pertence a A e X pertence a B,
para qualquer valor x.

Conjunto Vazio
E um conjunto que ndo contém elementos.

o=
Subconjunto

A é subconjunto de B se x e A= x e B . Em outras palavras, A esta contido em
B ou B contétm A: AcBou B> A.
Uma outra maneira € dizer que B é superconjunto de A.

Comparabilidade

A e B sdo comparaveisse AcBouB>o A
A e B sdo incomparaveis se Az Be B A, isto é existe
xeA|lxgBe dJyeB|ygA

Conjunto de Conjuntos
Os elementos do conjunto sdo conjuntos. O conjunto principal é chamado
também de classe de conjuntos, ou familia de conjuntos.

Conjunto Poténcia
A familia de todos os subconjuntos de qualquer conjunto S é chamada de
conjunto poténcia de S e é designada por 25,
Se S é finito e tem n elementos, entdo 25 tem 2" elementos.

Conjunto Universal

Seja um conjunto A qualquer. O conjunto universal U é dado pela unido (ver) do
conjunto A com tudo que nédo pertence a A:

U=AUA
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Conjuntos Disjuntos

A e B sdo disjuntos se ndo tem pelo menos um elemento em comum, isto é, a
intersec¢do (ver) de A com B resulta no conjunto vazio.

Uniéo
A unido de um conjunto A com um conjunto B resulta num conjunto que contém

elementos de A e elementos de B:

AuB={x|xeAv xeB

Lé-se: A unido B € um conjunto com elementos x tal que x pertence a A ou X
pertence a B (0s conjuntos originais, antes da uniao).

Propriedades:
AuB=BUA

Ac(AUB) e Bc (AUB)

Interseccéo

A interseccdo de um conjunto A com um conjunto B resulta num conjunto que
contém elementos comuns a A e B, simultaneamente. Se A e B ndo tiverem

elementos comuns, o conjunto resultante serd o conjunto vazio.
ANnB={x|xe ArxeB

Propriedades:
AnNnB=BnA

(AnB)c Ae (AnB)cB
SeAe B sdodisjuntosentioAn B =Y

Diferenca
A-B={x|xe ArxeB

Propriedades:
(A-B)c A

27



Complementacao

O complemento de um conjunto Ac U é:
A=U -A) ={x|xeU A x g A}={x| x ¢ A}

Propriedades:
AUA=U

ANA=QD
U=Qed=U
A=A
A-B=ANB

Conjuntos Numéricos

Os Reais R
o Podem ser representados por cada ponto de uma linha reta:

—7 -3 =2 —10}§1J§2e3

Os Inteiros Z
o S&oosreais...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, ...

Os Racionais Q

o S&o os reais que podem ser representados como a relagdo de dois
inteiros:

Q={x|x=£, comp,geZ
q
Os Naturais N
o S&o os inteiros positivos mais o zero.

Os Irracionais | =R - Q

Os Complexos C
o O conjunto dos numeros complexos incluem nimero que ndo pertencem
a R. E definido assim:

C={a+bilabeRAi’=-1
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» Propriedades

e N é fechado nas operacdes de adi¢do e multiplicacdo (qualquer operacao de
adicdo e multiplicacdo entre dois elementos de N gera um resultado que
pertence a N).

e Q é fechado nas operagdes de adicdo, subtracdo, multiplicagéo e divisdo (exceto
por zero).

e 7 é fechado nas operac@es de adi¢do, subtracdo e multiplicag&o.

e R é fechado nas operagGes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisdo (exceto

por zero).

NcZcQuURcC

Conjunto Limitado e llimitado

O conjunto A é limitado se existir um nimero M positivo tal que x| <M para
qualquer x pertencente a A.
x| significa o valor absoluto (sem sinais) de x.

Um conjunto é ilimitado se ndo for limitado.

Se um conjunto A é finito, entdo A é limitado. Se A é infinito, pode ser limitado
ou ilimitado. Por exemplo, o subconjunto {2,...,3} do conjunto Q € infinito e
limitado.

Par Ordenado e Produto Cartesiano

O produto cartesiano de dois conjuntos A e B é dado por
AxB={(a,b)J]ac ArbeB}

(a,b) é chamado de par ordenado.
Se (a,b) = (a,c), entdo b=c.

Um par ordenado (a,b) pode ser definido rigorosamente por (a,b) = {a,{a,b}}.

Paradoxo de Russel
Um conjunto A ndo é um elemento de si mesmo ou entao €, isto é:
AcAv AgA

Seja R o conjunto de todos os conjuntos que ndo sao membros de si mesmo.
Onde esta R entdo?

» Se R pertence a R, entdo R ndo pode pertencer a R (porque R s6 pode conter
conjuntos que ndo sejam membros de si mesmaos).

» Se R ndo pertence a R, entdo R tem que pertencer a R, pois R ndo serd um
membro de si mesmo e pode ser colocado em R.
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Dai o paradoxo: Nao pode ser que R pertenca a R e nem que R ndo pertenca a R.

Assume-se que nenhum conjunto seja elemento de si mesmo. Na verdade, essa é
uma condicéo essencial para a criacdo do paradoxo. Na verdade, também, qualquer
conjunto é membro de si mesmo.

Funcdes

Funcéo, transformacdo, maquina, mapeamento, sdo conceitos equivalentes, mas
0 nome mais usado é funcéo.

Uma funcdo é uma transformacéo, ou mapeamento, de um elemento de um
conjunto A num unico elemento do conjunto B:

ef:A>B
Dominio de f (Domf): A
Contradominio de f (Cdomf): B
Imagem de f (Imgf): C = B

e Paratodoa € A, f(a) € B.

e Se Domf = Cdomf, isto €, sdo o mesmo conjunto (f: A > A), entdo f é
chamado operador ou transformacéo em A.

e Sejam f e g duas funcgdes, entdo, f = g se Domf = Domg e f(a) = g(a) para
qualquer a pertencente ao dominio comum.

e f:A— B éinjetora (biunivoca, one-to-one) se, para todo
aza'= f(a)= f(a'), ou seja, cada elemento de B tem um, e s6 um,
correspondente em A.

e f:A— B ésobrejetora (sobre, onto) se Imgf = Cdomf, ou seja, para
cada elemento b € B existe pelo menos um a € A tal que f(a) =b. A
funcédo f mapeia todo o conjunto B.

e f:A— A éatransformacdo identidade em A, ou seja, para todo x e
A, f(x)=x.

e f:A— Béfuncgdo constante se paratodo x € A implicar que f(x) = b,
isto é, o conjunto imagem CcB é C = {b}.

Funcdo Composta

Sejam f:A—>Be g:B—C, (go f): A—>C éafungdo compostade AemC
e (go f)(@) =9g(f(a)), Dom(gof) = Imgf, Img(gof) = {C}-

Funcdo Inversa

Seja f : A— B. Sua inversa, denotada por %, é f*(b)={x|xe AA f(x)=b},
istoé: f*:B—>A
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Propriedades:

e A imagem de f~! sdo aqueles x € A que tem f(x) € B.

e fs0terd uma inversa se f € injetora.

e Sefé injetora e sobrejetora, ou seja, bijetora, a inversa f~! é imediata.

e Seféinjetora, f~! é sobrejetora e injetora.

e Sef é sobrejetora apenas, podemos “cavar” uma ! injetora restringindo
a imagem de f. Note que isso ndo prejudica a sobrejecao de f.

e Consideremos que a fungdo f : A— B tem uma fungéo inversa

f *:B — A. Pelo diagrama:

-1
A— sB—— A

(ftof)=f2(f)

(f-2of) representa A em A, é uma fungdo de Aem A e

-1 f
B > A >B
(fof H=f(f1) /v

é uma funcéo de B em B.
e Se f:A— B ébijetora, entdo (f1 o f): A > A ¢ afuncdo identidade em
A, e (fof™): B = B éafuncio identidade em B.

Gréfico f* de uma funcao f.

f"={(a,b)|]ac Arb= f(a)}eassim: f — AxB

Func¢bes Conjunto

Seja f:A—>BeTcA, entio f(T)={x| f(a)=x, acT, xeB}e f(T)cB

31



Funcéo Caracteristica

Seja A um subconjunto qualquer de U. Desse modo, a fun¢do caracteristica real
Fa:U > {0,1}, definida por
1l sexeA

F.(X)=
A1) {0,sex¢A

é chamada funcéo caracteristica do conjunto A.

Nota:
A funcéo é caracteristica do conjunto A porque ela esta ligada ao
conjunto A do seguinte modo: Para todo x € U, ela vale 1 (devolve 1)
para todo e somente para aqueles x que pertencem a A.

Além disso, qualquer funcéo f : U - {0,1}, define um subconjunto
A; ={x|xeU e f(x) =1} de U e que a funcdo caracteristica F, do

subconjunto As é a funcdo original f.

Assim, existe uma injecao de todos os subconjuntos de U, denotado por 2Y, e o
subconjunto de todas as fungdes de U em {0,1}. Isto é, cada subconjunto de U

tem uma funcdo que lhe é caracteristica, e a funcdo Fa aplicada ao conjunto B,

quando B # A, produzira um resultado falso para um certo x, € B, ou seja,

Fa(xo) = 0, implicando que x, ¢ B.

Familia de Fungbes

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Entdo B* designa o conjunto de todas as
funcdes de Aem B, ou BA={f: A > B}.

Exemplo:
Sejam A ={a,b,c} e B ={1,2}.

Podemos obter as seguintes fungdes (que sdo todas as possiveis)
de Aem B:

a
‘4' =
la
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Dai BA = {{(a,l),(b,l),(c,l)}, {(a,1),(b,1),(c.2)}, {(a,1).(b,2),(c. 1)},
(a1),(b,2),(c.2)}, {(a,2),(b,1),(c.1)}, {(a,2).(b,1).(c.2)},
(@.2),(b.2),(c.1)}, {(a,2),(b,2),(c.2)}

}

Pode-se ver que se B tem m elementos e A tem n elementos, BA é composto
exatamente de m" funcdes.

Os valores m e n ndo chamados de cardinalidade de B e de A, respectivamente.
No exemplo acima, m=2 e n=3, dai m" = 23 = 8, que é o nimero de funcdes de A
em B.

Se A=U e B ={0,1}, temos que B é o conjunto de todas as fun¢des de U em
{0,1}, ou seja, o conjunto das funcdes caracteristicas de cada subconjunto de U.
O conjunto dos subconjuntos de U é 2V e corresponde exatamente ao nimero de
funcbes de U para {0,1}.

Conjuntos Equivalentes

Um conjunto A é equivalente a um conjunto B, designado por A ~ B se existir
uma funcdo f : A - B, bijetora.

Se A e B sdo finitos, A ~ B se, e somente se, A e B tem 0 mesmo numero de
elementos.

O conjunto A é equivalente ao
conjunto B, pois tem (?!) a mesma
quantidade de elementos (pontos).
E se abrirmos os dois circulos?

A
O conjunto A é equivalente ao
I conjunto B e B é um subconjunto
proprio de Al
B

Claro esta que um subconjunto proprio de um conjunto finito ndo é equivalente
ao conjunto, mas, se o conjunto € infinito isso pode ser.

Um conjunto A é infinito sempre que for equivalente a um subconjunto proprio
de si mesmo, caso contrario, o conjunto sera finito.
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Sabemos que o conjunto dos nimeros pares € um subconjunto proprio de N e é
equivalente a N, pois f(n) = 2n, com n pertencente a N, € uma funcéo bijetora.
Uma outra prova intuitiva é que vocé pode rotular todos os nimeros naturais
com valores pares. Dai, existem tantos niUmeros pares quantos Sao 0s nUMeros
naturais.

Isso € muito esquisito. O que pode estar errado aqui? Nada. Se vocé pegar um
namero infinito de tijolos vermelhos e um ndmero infinito de tijolos verdes,
podera por cada tijolo verde sobre cada vermelho ou vice-versa e, ainda assim, a
quantidade de pilhas de dois tijolos serd igual a quantidade de tijolos vermelhos
e igual a quantidade de tijolos verdes. Ao mesmo tempo, a quantidade de pilhas
vai ser igual & soma da quantidade de tijolos vermelhos com a quantidade de
tijolos verdes.

Cardinalidade de um Conjunto

Seja A um conjunto qualquer. Todo conjunto equivalente a A tem 0 mesmo
tamanho de A e, por isso, pertence a familia de A. Todo conjunto pertence a uma
dada familia e todos os conjuntos desta familia sdo equivalentes, e essas familias
séo disjuntas, claro.

Cada uma destas familias € numerada de acordo com o numero de elementos de
um de seus conjuntos. Assim, todos 0s conjuntos que tem um, e apenas um,
elemento, pertencem a familia nimero 1, e assim por diante.

Esse numero que designa uma dada familia de conjuntos equivalentes é chamado
de NUumero Cardinal, e qualquer conjunto daquela familia tem a mesma
cardinalidade.

A cardinalidade de N, #(N), é designada por #(N) = 4.

A cardinalidade de R, #(R) = ¢.

As cardinalidades de Z e Q sdo: #(Z) = #(Q) = #(N) = 4.

A cardinalidade de [0,1] é #([0,1]) =#(R) = ¢

Seja a e B nimeros cardinais e sejam A e B conjuntos disjuntos tais que o = #(A)

e B =#(B), entdo
a+ p=#(AUB)

ae f=#(AxB)
B =#(8%)

Sejam d e e nimeros cardinais ndo nulos. Sejam D e E conjuntos com #(D) =d e
#(E) =e.

Definimos d® como o numero cardinal do conjunto de todas as fungdes de E para D,
denotado por DE.
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Denote P(D) como o conjunto de todos os subconjuntos de D. 24 ¢ o cardinal de
P(D). E, também, o cardinal do conjunto de funcdes de D para um conjunto de dois
elementos.

Facamos T = {0,1}. Dado um subconjunto A de D, escrevemos para ele sua fungéo
caracteristica, definida por f,(x)=1se xe A e f,(x)=0se x¢ A.

O que associa A a fa é uma funcéo de P(D) em TP, que € bijetora. Entdo P(D) e TP
tem 0 mesmo numero cardinal, isto é, sdo equivalentes:

#( TP) = 29 por definicio e #(P(D)) = 29
Para qualquer conjunto S, #(S) < #(2%). Este é o Teorema de Cantor.

Prova 1:
A funcio g : S = 25, que envia cada elemento s de S para o conjunto consistindo
apenas de s, isto é, que é definida por g(s) = {s}, é injetora.
Assim #(S) < #(25). Se demonstrarmos que S ndo é equivalente a 25, o teorema
se seguira.
Suponhamos o contrario, que exista uma funcgdo f : S = 25 que € injetora e
sobrejetora. Seja s € S denominado de “mau” elemento. s ndo ¢ um membro do
conjunto que é sua imagem, isto €, s ¢ f(s), e seja B o conjunto dos “maus”
elementos, ou seja: B={x|xe S, x¢ f(x)}.
Claramente, B ¢ um subconjunto de S, isto ¢, B € 25, Assim, como f:S > 25¢
definida sobre 25, entio existe um elemento b € S com a propriedade f(b) = B.
Agora, b ¢ “mau” ou nao?
Seb € B, entdo b ¢ f(b) =B, por defini¢do de B. Também, se b ¢ B, entdo
be f(b)=B.
Temos duas contradi¢des. Assim, a suposicdo original de que S ~ 25 conduziu-
nos a uma contradicdo. Dai, a suposicéo é falsa, e #(S) < #(2°).

Prova 2:
Suponha, por absurdo, que h : S = 25 é uma sobrejec&o.

Seja [={seS|se/.},onde [, =S, |, =h(s). Claramente [ =S ..[e2°.
Também | = | paratodos € S, pois s e sse s & [,. Assim, h nfo pode ser uma
sobrejecéo.

Para quaisquer conjuntos A e B, pelo menos um dos seguintes precisa ser
verdadeiro:
1. A~B,istoé#(A) =#(B).

. A~DCB ou CCA~B,istoé, #(A) <#(B) ou #(B) <#(A).

2

3. A~DCB e B~CCA, istoé #A)<#B) e #(B) <#(A).

4. A ndo é equivalente a um subconjunto de B e B ndo é equivalente a um
subconjunto de A, isto €, #(A) = #(B), #(A) ##(B) e #(A) < #(B).

No caso 3, A ~ B e 0 caso 4 é impossivel.
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Vimos que #(N) =4 e que #(R) = ¢.
Temos que 4 < ¢. Para N, temos que 4 < 2",

Teorema: 2" =¢.

Prova:
Sejaafungdo f: R > 2°, definida por f(a) ={x|xeQAx<a}, istoé, f
representa cada nimero real a no conjunto dos nimeros racionais menores
que a. Sejam a,b e R, a=b, e digamos que a < b. Por uma propriedade dos

nUmeros reais, existe um nimero racional r tal que a<r < b. Entao
ref(b)erg f(a),assim, f(b) #f(a) e, desse modo, f € injetora. Assim |R|
<[29, ou,e<2".

Seja, agora, C(N) a familia das funcdes caracteristicas f : N > {0,1}, e C(N)
~ 2N, Considere a fungdo F : C(N) = [0,1], definida por F(f) = 0.f(1)f(2)f(3)...
como um numero decimal infinito composto de zeros e uns.

Se f,geC(N) ef+g, entdo F(f) # F(g). Entdo F ¢ injetora. Desse modo, 2N

~C(N) <[0,1] e entdo 2" < ¢. Consequentemente, ¢ = 2,

Terorema: [0,1] ~ (0,1)
Prova:
1/2, x=0
f(x)=<1/(n+2), x=1/n,ne N ¢ bijetora.
X, Xx#0,1/n,neN

Teorema: VA, B = (AxB) ~ (BxA)

Prova:
f: (AxB) > (BxA), definida por f(a,b)) = (b,a) é bijetora.

Conjuntos equivalentes tem a mesma cardinalidade e vice-versa (conjuntos de
mesma cardinalidade s&o equivalentes).

Teorema: 4¢ = ¢.
Prova:
SejaZe A=10,1). Além disso, sejaf: Z x A 2> R, definida por
f(i, a) =i + a. Em outras palavras, f({i} x [0,1)) € representada
sobre [i, i+1). Assim, f € bijetora.
Assim, (Z x A) ~ R, dai, «c = .
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Seja A um alfabeto contendo m simbolos, onde m > 1.

Sempre que as palavras sobre A sejam interpretadas como nimeros, devemos
assumir que aos simbolos de A deu-se uma ordem fixa ai, az, as,..., am.

Além do mais, cada simbolo a; de A sera considerado como um digito representando
o inteiro i. Assim, podemos escrever: A={1, 2, 3, ..., m}.

A funcdo h : A* - N, tal que h(x) denota a interpretacdo numérica de uma palavra x
pertencente a A* é definida como segue:

a) h(h)=0
b) Se X = Iklk-1lk-2...13l2l1l0, Onde cada I € A, entdo h(x) = iom° + ixm* + i-m? +

k
i.m3 i mk = i mi
ismM® + ..+ ikmk = Z;)ljm
J:
Esta representacdo de nimeros é chamada de Notacdo m-Adica. Ela tem a vantagem
de ter uma injecdo entre A* e N, de tal modo que, a toda palavra sobre A*,
corresponde um Unico inteiro em N, e cada inteiro em N é h(x) para exatamente uma
Unica palavra x sobre A*,

Conjuntos Convexos

Um subconjunto X do espaco euclidiano n-dimensional R" é chamado de
conjunto convexo se, para quaisquer elementos x1, X2 em X e qualquer nimero
a, tal que 0 < a <1, o elemento oax; + (1-a) X2 de R" também pertence a X.

Um ponto x de um conjunto convexo X é chamado um ponto extremo de X se X
ndo puder ser expresso com (X1 + X2)/2, em termos de um par de pontos distintos
X1, X2 de X.
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Conjuntos

ENUMERABILIDADE

Se um conjunto D é equivalente a N, entdo D é enumeravel, isto ¢, cada

elemento de D pode receber um “rétulo” n de N.

Diz-se que um conjunto é contavel se ele é finito ou enumeravel. Um
conjunto é ndo-enumeravel se ele € infinito e ndo equivalente a N.

Um conjunto S é contavel se, e somente se, S é vazio ou se existir uma

sequéncia s0, s1, s2, s3, ..., que contem todos, e somente, os elementos de

S.

Cada conjunto infinito contém um subconjunto que é enumeréavel.

Prova:

Seja A o conjunto infinito e D seu subconjunto.

Selecione de A um elemento aleatorio a;. Desde que A é infinito, ele

ndo serd exaurido pela extracdo de ai1, e poderemos extrair um

elemento a2 do conjunto {A — { a1}}. Pela mesma razéo, o conjunto

{A —{ a1, a2}}néo é vazio, e podemos extrair az dele. Desde que A é
infinito, podemos continuar este processo indefinidamente, obtendo,

como resultado, uma sequéncia de elementos ai, az, as,..., an, que
forma o conjunto D requerido.

Um subconjunto de um conjunto enumeravel é finito ou enumeravel.

Prova:

Seja A = { a1, az,...} um conjunto enumeravel qualquer e seja B um

subconjunto de A. Se B = @, entdo B ¢é finito. Se B # @, seja, entao,

dni, o primeiro elemento na sequéncia tal que ani € B. Seja dnz 0
primeiro elemento que segue dnz na sequéncia tal que an; E B, etc.

Assim, B = { any, dny,...}.

Se o conjunto dos inteiros { ng, n,...} € limitado, B € finito. De outro

modo, B é enumeravel.

Se A ¢ infinito e enumeravel € B é finitoe A N B = @, entio AUB ¢

enumeravel.

A unido de uma familia enumeravel de conjuntos disjuntos enumeraveis

€ um conjunto enumeravel.
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Prova:

Seja A, k=1, 2, 3, ... essa familia. Escrevemos 0s conjuntos dessa
familia assim:

A ={a 2 ..}
A, ={al?,al?,al? ..}

A ={a” a;,as7 ...}

Se escrevermos primeiro o elemento a”, entdo os dois elementos

al’ e a/?, em que a soma dos indices superiores e inferiores seja

igual a 3, em cada caso, depois 0s elementos para 0s quais a soma
daqueles indices resulte em 4, depois em 5, e assim por diante, a

soma S = J A, € arranjada numa sequéncia na seguinte forma:
k=1

S={a®,al’ al?,af,a? a?,al,..}, resulta dai que a
enumerabilidade de S é 6bvia.

Se adicionarmos um conjunto A finito ou enumerével a um conjunto
infinito M, a cardinalidade de M ndo se altera, isto ¢, M + A ~ M.

A-NZAhA+TN=ANA=4 4 A4=4

O conjunto P dos polinémios de coeficientes inteiros é enumeréavel.

Prova:
Para cada par de numeros naturais (n, m), seja P(n,m) o conjunto
dos polindbmios em p(x) =a, + a,X+...+a,x" de grau m, nos
quais |ao|+|as|+...+|am| = n.
Observe que Pn,m é finito. Desse modo, P =U,_ P, é

mensuravel, pois € uma familia mensurével de conjuntos
mensuraveis. Porém, P ndo é finito. Dai, P é enumeréavel.

Desde gue cada polindmio tem somente um ndmero finito de raizes
(chamadas de numeros algébricos), segue que o conjunto de nimeros
algébricos € enumeravel.
Prova:
E={p,(x) =0, p,(x)=0,..} é enumeravel pelo teorema
anterior. Defina A, ={x| x ésolugéo de p, (x) = 0}
Como vimos, um conjunto é enumeravel se seus elementos podem ser
enumerados, isto €, arranjados numa lista contendo um primeiro
elemento, um segundo elemento, etc., de tal modo que cada membro do
conjunto apareca mais cedo ou mais tarde na lista. E cada elemento da
lista pode ser associado aos naturais 1, 2, 3, ..., para o primeiro elemento,
segundo, terceiro, ..., respectivamente.

39



E perfeitamente possivel que um dado elemento apareca mais que uma vez na
listagem de um conjunto. O que é requerido € que cada elemento apareca pelo
menos uma vez na lista. Nao importa se a lista é redundante. Tudo o que se
requer é que ela seja completa. Na verdade, uma lista redundante pode ser
tornada ndo-redundante eliminando-se aqueles elementos, ou melhor,
removendo os n-1 elementos iguais aquele elemento que se repete n vezes.
Matematicamente falando, uma lista infinita determina uma funcéo f que tem
como argumentos inteiros positivos e 0s membros do conjunto (a lista) como
valores. Assim, a lista 2, 4, 6, 8, ... de naturais pares determina a funcdo f para a
qual temos que f(1) =2, f(2) = 4, f(3) = 6, f(4) = 8, ... e, reciprocamente, a funcao
f determina a lista (dependendo da notacédo da funcdo).

Podemos entdo falar de conjuntos enumeraveis por fun¢des, bem como por
listas. Se uma funcdo enumera um conjunto ndo vazio, também infinitas outras
fungdes enumeram 0 mesmo conjunto.

) n+1, se n é impar
Assim, N pode ser enumerado por f(n)=n ou g(n) = . e
n-1 sene par

as listas correspondentes sdo:
k=1,2 3,4, ..
b=2,1,4,3,6,5, ..

Vimos que uma lista pode ser redundante ao enumerar um conjunto. Dizemos
que também ¢ perfeitamente possivel que uma lista contenha “gaps” nela, pois
podemos “passar” por eles. Assim, uma enumeragdo mais “fraca” de N ¢ dada
pela seguinte lista com “buracos”:

1’ Bl 21 ) 3a ) 41 ) 5; © 6; Ty e

(n+1)/2, se n e impar
indefinida casocontrario
A fungdo h é uma funcéo parcial de inteiros positivos.

A funcéo h correspondente poderia ser h ={

As duas fungdes seguintes enumeram o conjunto de naturais pares:

,sené pa
Fny=4 e Par e o(n) = 2n
indefinidac.c.

As listagens sédo -, 2, -,4,-,6,... e 2,4,6,8, ..

Qualquer conjunto S de inteiros positivos € enumerado bem simplesmente pela
funcgéo parcial g, definida

(n) = n,sene S
gt = indefinida c.c.
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Uma funcdo (parcial ou total) de naturais pode ter seu valor em qualquer
conjunto. Seus argumentos devem ser todos naturais.

O conjunto de cadeias finitas sobre o alfabeto € um exemplo de um
conjunto enumeravel infinito que ndo é um conjunto de naturais. Este
conjunto é enumeravel porgque seus membros podem ser arranjados numa
lista: 0s 26 primeiros elementos na lista séo as 26 letras do alfabeto em
sua ordem usual. Os proximos 676 (262 membros sdo as cadeias de duas
letras. Os seguintes 17576 (26°) sdo cadeias de 3 letras, e assim por
diante.

N é enumeravel.

Z é enumeravel. A seguinte funcdo enumera Z:
—(x+1)/2, se x é impar

f(x) = .
x/2, se X € par ou zero

Q é enumeravel.
R ndo é enumeravel.

| =R - Q ==> | ndo é enumeravel.

O conjunto de todos os pares (X,y), com X, y € N é enumeravel.

Prova:

Seja a sequéncia a seguir, de todos os pares possiveis em N:

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), ..., (1K)
2,1), 2,2), (2,3), 2,4), ..., (2,K)
(3,1), (3.2), 3,3), (3:4), ..., (3.K)
4,1), (4,2), (4,3), (44), ..., (4,K)

k1), (k.2), (k.3), (K4, .... (kK)

onde k estéa no infinito.

Se tentarmos iniciar percorrendo as colunas da primeira linha, NUNCA
chegaremos a (2,3), por exemplo, e 0 conjunto ndo podera ser
enumerado. Mas, percorrendo o conjunto de tal modo que i+j, em (i,j)
gere uma sequéncia natural, percorreremos TODOS os pares, 0 que
implica que enumeraremos 0 conjunto.

Podemos enumerar da maneira a seguir, comecando em 2 e indo até k+k.

Veja que alguns valores se repetirdo, mas isso ndo é um problema.
s en (1K)

s (2.K)

s (3K)

4,1), (4,2), (4,3), (4.4), ..., (4.K)

(6,1, (k,2), (k3), (k4), ., (KK)
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O Continuo

N, Z e Q sdo conjuntos enumeraveis (e equivalentes!), sendo que seus membros
séo pontos discretos, isto é, entre dois membros consecutivos de um destes
conjuntos ndo existe outro elemento que pertenca ao conjunto. Por exemplo, em
N ndo existe um namero entre 5 e 6.

No conjunto R, porém, nao existem “buracos”. Seus membros sdo pontos
continuos e ndo ha sentido em falar-se em um nimero entre dois reais
consecutivos, porque nao ha “espacgo”.

A diferenca entre N, Z, Q e R é melhor visualizada por graficos de uma funcédo
definida num dos trés primeiros conjuntos e outra definida em R. VVé-se que, no
primeiro caso, o gréafico consistira de pontos isolados, mas, no segundo caso,
teremos pontos continuos, formando uma linha.

0 1 1

Q 0008008800

Pontos discretos séo até faceis de visualizar quando estamos em N ou em Z, mas
0s pontos discretos em Q nao sdo tdo visiveis assim. Imagine um valor em Q que
seja um numero infinito, tipo 1/3. Como ele seria visualizado? Tudo bem que, no
gréafico da funcdo, basta apenas marcar um ponto ali, mas imagine esse valor
dentro do conjunto Q, entre 0 0 e 0 1, ja que o valor de 1/3 é 0.333333...
continuando com 3 a direita até o infinito.

Nossa tendéncia natural para fazer esta visualizacdo é a de imaginar o nimero
como se ele estivesse sendo escrito numa pagina, da esquerda para a direita.
Mas, se fizermos isso aqui dentro: Q = {...0, ..., 0.333333...,..., 1, ...},
expandindo o0 0.333333 até o infinito, ndo conseguiriamos visualizar os demais
nameros apos 0 0.333333 expandido, incluindo o 1 “logo” a direita!

Mas, hd uma outra maneira de fazer esta visualizacdo sem que deixemos de ver
os demais valores a direita. Basta imaginar o nimero 0.333333 se expandindo
perpendicularmente a pagina, indo em dire¢do a seus olhos (saindo da frente da
pagina) ou se afastando deles (fugindo pelo fundo da péagina para tras). Com
isso, vocé pode conter o nimero dentro da estrutura como um ponto: Q = {...0,
.y 1/3...,..., 1, ..}. A direita dele vocé continua vendo os buracos (onde estio
nimeros que ndo pertencem a Q) e os demais valores. Disso, vocé nota que 1/3
ndo esta infinitamente distante de zero, apesar de ser um nimero infinito. Assim,
vocé pode marcar cada um dos membros de Q, enumerando-os.

NUmero infinito € uma coisa, intervalo infinito é outra coisa, diferente do
primeiro.

Da mesma maneira, podemos visualizar os elementos de R ao preenchermos

com eles os “buracos” em Q. Q, agora, foi transformado em R. Mas, o que sao
estes buracos, afinal? Veremos mais adiante.
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Uma questdo que surge em Q é: dados a, b, c€ Q,coma<b<c,sendoa,bec
numeros imediatamente consecutivos, o intervalo (buraco) entre a e b € igual ao
intervalo entre b e c?

Se existirem n nimeros racionais em [0, 1], entdo existem, exatamente, n
nameros racionais em [1, 2], pois [0, 1] + 1 =[1, 2], para todo i em [0, 1].
Entdo, entre a e b existe a mesma quantidade de racionais que existem entre b e
C.

Pelo que se discutiu acima sobre valores discretos, ndo existem racionais
consecutivos sem um buraco entre eles (pelo menos é a essa conclusdo que se
chega logicamente).

Sendo a = 1/3, qual nimero seria b? 1/2? 1/4? A escolha rapida seria 1/4, mas,
ndo é a correta. Nem 1/2 € correto. 1/2 € muito grande e 1/4 € muito pequeno
(0.25 vem antes de 1/3).

A escolha mais adequada ¢ 2/5 (0.4, que vem “logo” depois de 0.3). Mas, sera
que existe um racional entre 1/3 e 2/5? VVamos ver se existe um exatamente entre

os dois: (% + %)/2 = % . Sim, existe. E entre 1/3 e 11/30? Sim: 21/60.

Continuando, teremos: 41/120, 81/240, 161/480... Sempre conseguiremos
encontrar um nimero racional entre 1/3 e seu consecutivo “imediato”, o que
implica que ndo existe imediato!

Com um pouco de célculo, descobrimos que a fungdo f(n) = % comn
X X

indo de zero até infinito, lista os racionais em E(% + %)/2} )
Sendo a=1/3,b =11/30 e ¢ = 2/5, sabemos agora que ndo existem dois
racionais sem buracos entre eles.

O ndmero decimal gerado por 1/3 ndo tem fim. Em sequéncia a ele deve vir um
nmero com um 4 na ultima casa decimal de 1/3. Mas, esse novo nimero ndo
pode ser gerado por 1/3, e nem serd um imediato a 1/3. Portanto, ele é um buraco
em Q. Infinitos outros podem vir apds ele. Isso pode acontecer entre quaisquer
intervalos em Q.

Entdo, os buracos entre a, b e entre b, ¢ sdo iguais, mas infinitos. Se fossem
diferentes, um dos intervalos seria finito, dai contavel e enumeravel, o que
destruiria a discrecdo de Q naquele intervalo. A discrecédo precisa de buracos.

A funcdo f(x)= 1, com x € N e x variando do infinito até 1 lista os racionais
X

(ndo todos) no intervalo (0, 1]. Claramente, esta lista € um conjunto infinito. Se
esse intervalo é infinito, muito mais infinito € o intervalo com os buracos.
Agora temos, além de um numero infinito, nimeros infinitos dentro de
intervalos infinitos. Como visualizar isso?

Um namero infinito dentro de um conjunto ja sabemos visualizar. Visualizar
intervalos infinitos tem que ser no sentimento. Se a, b e ¢ séo infinitos e
pertencem a um conjunto S, e o intervalo entre a e b € infinito e também infinito
entre b e c, visualizamos através da imaginacé&o.
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Se S é Q e quisermos caminhar de a até b, passando por todos os intermediarios,
como que rotulando (enumerando, contando) cada elemento, NUNCA
chegaremos a b.

Esse forte sentimento que temos de que deveriamos chegar em b vem de nosso
costume com coisas materiais, finitas e num intervalo finito (forcado por elas
proprias).

Podemos ver a, b e ¢, mas, entre eles ha a escuriddo, o nada com alguma coisa.
Ainda assim, em Q, podemos contar, enumerar.

Um namero infinito é formado de um ndmero infinito de partes (e partes
infinitas, formam nimeros infinitos?).

Uma quantidade infinita de partes (finitas ou infinitas) acumuladas formam um
namero infinito. Partes infinitas acumuladas finitas vezes podem formar um
numero infinito (1/3+1/3) ou um numero finito (1/3+1/3+1/3).

Veja o 1/3. Ele pode ser gerado através da soma de % + 3 4ot 3 , ou

100 o0

Zlgx = % ;€0.3,0.03, 0.003, ... forma uma sequéncia infinita, entremeada de
x=1

buracos que formam uma sequéncia infinita também.

. > 3 10 . .
Veja gue se X comecar em zero, teremos que Zlox = 3 pois equivale a somar
x=1
3al/3: 3+1:g+1:9.
3 3 3 3

O que um namero tem a ver com seus geradores, em termos de ser finito ou
infinito?

Quaisquer nameros finitos acumulados finitas vezes geram um namero finito.
Um ndmero infinito adicionado a nameros finitos, finitas vezes, gera um niimero
infinito. Um ndmero infinito adicionado finitas vezes a nimeros infinitos gera
um numero infinito ou finito.

Um namero inteiro pode ser dividido em infinitas partes, todas inteiras ou em
partes inteiras e partes infinitas. Pode ser dividido s6 em partes infinitas. Todas
essas partes sdo contaveis. Reacumulando estas partes, o0 nimero inteiro é
recuperado.

E um namero infinito? Pode ser dividido em infinitas partes também.

Enfim, como visualizar os nimeros reais? O que eles sdo?
Se se for falar em termos de existéncia matematica, o conjunto R ndo existe de
per si. Veja porque: temos os naturais N, os inteiros Z = {-N, 0, +N} e temos o0s

. Z .
racionais Q = {Z} , Sem 0 zero no denominador.

O préximo conjunto, R, deveria ser gerado em termos de N também.
E facil construir uma funcdo (ou méquina) para gerar todos os racionais:

X . : : N .
q(x,y) =—, sendo x e y primos entre si, ou seja, eles ndo possuem um divisor
y

comum diferente de 1.
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S6 que, ao rodarmos essa maquina, ela vai pular muitos nimeros, como o

numero J1, por exemplo. Pulard também V2.

Némeros como o 11 e +/2 néo podem ser gerados através da razdo entre dois
inteiros, simplesmente porque ndo é possivel achar dois inteiros cuja razéo

resulte num daqueles numeros, ou seja, nao e V2 sdo racionalizaveis, sendo,
assim, irracionalizaveis, ou, mais simplesmente irracionais. Temos, entdo, um
conjunto a parte de Q (os racionais), que chamaremos de I.

Finalmente, temos a definicdo de R: R=QuU/ I .

Intuitivamente, podemos visualizar todo o conjunto R, com | fechando todos os
buracos de Q. Vocé ainda pode caminha dentro de R, pisando em cada nimero
até ao infinito, andando agora por uma estrada lisa, em vez da esburacada
avenida Q!

O que vocé nao consegue é construir uma funcédo f(x) = yxi,emquex,ye€Ze
I € Z. Se vocé pudesse, entdo, para cada N, vocé poderia fazer corresponder um
I. Em outras palavras, vocé poderia fazer uma contagem dos elementos de I.

Entdo, contagem (um conjunto é contavel) tem a ver com uma funcgédo que
mapeia o0 conjunto N em outro conjunto, e ndo com o botar o dedo em cada
elemento do segundo conjunto.

O que é o conjunto 1?

e Para comecar, todo elemento de | tem que ser um numero infinito, pois,
para qualquer i finito é possivel achar X,y € Z, tal que i =x /.

e Serinfinito ndo é suficiente, pois muitos elementos de Q sdo infinitos,
como 1/3, por exemplo.

e Todo I tem casas decimais, caso contrario ele seria Z. Obvio.

e O que diferencia um I de um Q infinito € que, no Q, as casas decimais
entram num padréo de repeticdo, enquanto isso ndo acontece em I.

e Veja este grupo de racionais gerados pela fungdo g(x,y) anterior. Note os
grupamentos das casas decimais. Sdo numeros infinitos, mas limitei a

quantidade de casas decimais.
329/33
9.969696969696969696969696969696
329/34
9.67647058823529411764705882352941176470588235294117

e O padrdo de repeticdo comeca a aparecer quando o resto da divisdo passa
a ser sempre 0 mesmo em cada periodo. Como o divisor é fixo, quando o
resto se fixar, sendo sempre 0 novo divisor, o quociente também ficara
fixo, sendo sempre 0 mesmo, criando um periodo infinito. Essa
caracteristica de Q nos permite afirmar, entdo, que numa divisdo que gera
um Q infinito, a partir de um certo ponto o resto sera sempre 0 mesmo.
Pelo mesmo motivo, e por causa de I, uma divisdo inteira ou vai gerar
um namero finito (pertencente a Q) ou vai entrar num ponto em que o
resto € sempre 0 mesmo, gerando um numero infinito pertencente a Q, ou
seja, ndo existe uma divisao inteira que gera casas decimais
aleatorias!

O conjunto dos nameros irracionais é definido assim:
I={Z&mneZ|x=min}
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Como m/n sempre vai gerar um padréo de repeti¢cdo nas casas decimais e | ndo
tem esse padrdo, m/n ndo gera |.

Alguns irracionais sao famosos, como i, € € J2. Veja na listagem a seguir
onde, mais ou menos, uma divisdo inteira os pulam.

\/_ e =2.71828182845904523 | JI=3,14159265358979323
2 = 1,4142135623730950

1.41418 = 379/268
1.41418 = 997/705
1.41419 = 618/437
1.41419 = 857/606
1.4142 = 239/169

1.41421 = 816/577
1.41422 = 577/408
1.41422 = 915/647
1.41423 = 338/239
1.41423 = 775/548

2.71812 = 405/149
2.71815 = 704/259
2.71818 = 299/110
2.71821 =791/291
2.71823 = 492/181
2.71825 = 685/252
2.71827 = 878/323
2.71831 =193/71

2.71835 = 859/316
2.71837 = 666/245

3.14141 = 311/99

3.14145 = 955/304
3.14146 = 644/205
3.14148 = 977/311
3.14151 = 333/106
3.14155 = 688/219
3.14159 = 355/113
3.14163 = 732/233
3.14167 = 377/120
3.1417 = 776/247

O namero irracional esta entre os dois valores pintados de vermelho.

A listagem foi gerada através de x/y, com cada um variando de 1 até 1000. Claro
que 1000 é muito pouco para delimitar exatamente o buraco onde o pi se
encontra (supondo que ele é delimitado por dois racionais). O mesmo se aplica
ao célculo da raiz de 2 e do nimero e.

Veja que no célculo da raiz de 2, cdlculos diferentes deram o mesmo resultado.
Isso se deve a limitacdo da quantidade de casas decimais, porque, se
considerarmos 10 casas decimais, por exemplo, teremos que:

379/268 = 1.4141791044
997/705 = 1.4141843971

Os valores s6 seriam exatamente iguais se uma fracao pudesse ser reduzida a
outra através de divisdes/multiplicagdes inteiras. Apareceria um valor igual
também (considerando toda a listagem) se 0 numerador e o denominador de cada
fracdo tiverem um divisor comum, o que ndo € o caso das duas fracdes acima,
também.

Os numeros 11 ¢ € s80 chamados de irracionais transcendentais, enquanto que

J2 é chamado de irracional algébrico. A diferenca é que nimeros algébricos
sdo raizes de alguma equacao polinomial de coeficientes racionais, enquanto 0s
transcendentais nao.
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Prova de que J2 & um ntmero irracional.

Antes, vamos relembrar que:

o Vimos que todos os racionais sdo gerados por a/b, onde a e b ndo
tem fatores (divisores) comuns (0 MDC entre eles é 1). Portanto,
um deles tem que ser impar, isto é, ambos ndo podem ser par.
Isso é 6bvio (sendo, 2 seria um fator comum entre eles).

o Todo par tem a forma 2n, onde n é natural. Todo impar tem a
forma 2n+1.

o O quadrado de qualquer par é par também:

(2m)? = 4m* = 2(2m?), que esta na forma 2n, portanto, par.

o O quadrado de qualquer impar é impar também:

(2m+1)? = 4m® + 4m+1=2(m* +2m) +1, que esta na forma
2n+1, portanto, impar.
A prova:

Se /2 é racional, entdo existem a e b, sem fatores comuns, tal que

\/5 = %. Vamos ver:

2 2
2 :%:ZZ(SJ :Z:E—Z:az =2b”, mas, isto implica que a é um
namero par. Até ai, tudo bem...
2

Se a é par, podemos fazer a = 2k, para um k qualquer. De 2= 2—2 , temos

2 2
(2K) =2 :ﬁz 2b? = 4k* = b* = 2k*. Mas, isto implica

b? b?

que 2 =

que b também € par, como a. Chegamos a uma contradicdo, pois sendo a
e b numeros pares, eles ttm um divisor comum, 0 que contraria a nossa
afirmacdo inicial de que eles ndo tém fatores comuns. Entéo, ndo

existem a e b, tal que V2= %. Portanto, ~/2 & irracional (veja definicao

de I).

As provas de que 1 e e sd0 irracionais sdo bem mais complicadas. Talvez por
serem numeros transcendentais. As provas, normalmente, envolvem as férmulas
usadas para aproximar o nimero e a divisdo de dois inteiros (como fizemos com
raiz de 2). No caso do 1, usa-se, por exemplo, a formula para o célculo do
comprimento (perimetro) de um circulo: C = 1D, onde D € o didmetro do
circulo.

No caso do e, usa-se e=|_jm (1+ 1) .
n

n—oo

Bom, devido ao conjunto | ndo ser enumeravel, decorre que R ndo € enumeravel,
o0 que implica que a cardinalidade de R ¢ diferente da cardinalidade de Q.
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Teorema: O intervalo fechado [0, 1] de nimeros reais ndo é enumeravel.
Prova 1:

Suponhamos que ele seja enumeravel. Entdo, podemos ter uma sequéncia
X1, X2, X3, ... que contém todos os pontos de U = [0, 1].
Dividamos U em trés partes iguais de 1/3 cada uma, assim:

[0, 1/3][1/3, 2/3][2/3, 1]

E claro que o ponto x1 ndo pode pertencer aos trés subintervalos
simultaneamente. Pelo menos um destes subintervalos falha em conter o
ponto Xi.

Chamemos, agora, de Uz, o subintervalo que ndo contém xy, e
escolhamos U; = [0, 1/3].

Dividamos U1 do mesmo modo que U, em trés subintervalos de igual
tamanho de denotemos por Uz, 0 sub-subintervalo que ndo contém o
ponto X».

Repitamos o processo com Uy, e assim por diante, obtendo algo assim:

#y

Obtemos, como resultado, uma sequéncia infinita de intervalos
aninhados: U U, DU, DU, o..., que possuem a propriedade x, U

n*

Como o tamanho do intervalo Uy é 3% (primeiro 1/3, dando 3 intervalos

de 1/3; depois 1/3, que o tamanho de Uy, dividido por 3, que da 1/9;
depois [1/9]/3, que da 1/27, e por ai vai), este tamanho tende a zero
quando n vai para o infinito. Eventualmente, vamos chegar num ponto 6
que pertence a todos os intervalos (como os intervalos estdo aninhados,
aquele 1a no infinito esta dentro de todos os demais, portanto, um ponto
aqui pertence a todos os intervalos), isto €, 6 esta em U e ¢ Unico.

Sendo um ponto de U, 6 deve aparecer na sequéncia x1, X2, X3, ...,
mostrada no inicio, isto ¢ 6 = x; para um dado n = i. Mas, isso é
claramente impossivel, porque, para todo n temos que x, £U_, 0 que nos

leva a concluir que x. ¢U. ou que 6 ¢ Us! Dai, segue que 6 # xn, para

qualquer n, isto ¢, 6 ndo ¢ um ponto da sequéncia X1, X2, X3, .... ISto & uma
contradicéo, dai, U ndo é enumeréavel.
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Prova 2:
Consideremos o oposto, assim, A = { X1, X2, X3, ...}, isto &, 0s elementos
de [0,1] podem ser escritos numa sequéncia. Cada elemento de A pode
ser escrito sob a forma de um decimal infinito, como se segue:
X1 = 0.a11a12a13...a1n...
X2 = 0.a21822823...82n...
X3 = 0.a31832833...a3n... (L)

Xn = O.anlanzan3...ann...

onde ajj € {0, 1, 2, ..., 9} e onde cada decimal contém um ndmero infinito
de elementos diferentes de zero (escreva 1 como 0.999 e todos, como %2
por exemplo, com 0.49999...).

Construa, agora, o numero real y = 0.bibzbs.....bn..., que pertencera (por
suposicao) a A da seguinte maneira: escolha by de tal modo que by # a1 e
b1 # 0; escolha by de tal modo que b, # a2 e bz # 0, ¢ assim por diante,
até b, com ann.

Onde esta y na listagem (L) acima? Observe que y # x1, p0is b1 # a11; y #
X2, POIS b2 # a22; ... y # Xn, POIS bn # ann, isto €, y # Xn paratodo n € N,
assim, y ¢ A, que contradiz a suposigéo de que y € A. Desse modo, a
suposicdo de que A é enumeravel conduz a uma contradicéo,
consequentemente, A ndo é enumeravel.

Conseguimos um numero real que nao foi listado por um nimero natural,
0 que implica que existem mais reais do que naturais.

De novo, ndo ha uma funcdo em N que gere todos os elementos de R.
Note que “andamos” na diagonal da tabela formada pela lista (L),
modificando cada digito em cada linha, obtendo um novo nimero
diferente de todos os que estdo na tabela. Fizemos uma diagonalizacao.

e [0, 1] tem cardinalidade ¢, e assim também todos 0s conjuntos
equivalentes a [0, 1].

e Afuncdoy=a+ (b-a)x, com f:[0,1] - [a,b] é bijetora.

e A funcdo f:(-n1/2, 1/2) 2 R, definida por f(x) = tgx é bijetora. Dai R ~
(-11/2, 1/2).

e A unido de conjuntos de cardinalidade ¢ tem cardinalidade ¢.

e O conjunto de numeros irracionais | tem cardinalidade ¢. Dai, nimeros
transcendentais (ndo-algébricos) devem existir.

e Seja Ao A DA,.SeAz~A, entdo, também A; ~ A.

e Se o conjunto M tem cardinalidade p e o conjunto T, de todos os
subconjuntos de M, tem cardinalidade t, dizemos que t = 2"

Teorema: O conjunto de todos os subconjuntos de N, 2N(sua cardinalidade) ndo
é enumeravel.
Prova 1:
Suponhamos que 2N é enumeravel. Dai ha uma sequéncia No, N1, Na,...
gue contém todos, e somente todos, 0s subconjuntos de N.
Construamos um novo conjunto como Se segue:
M={n|negN, ,n=012..}

49



Assim, M contém 0 (zero) s6 se 0 & N, ; contem 1 s6 se 1¢ N, , e assim

por diante. Claramente M é um subconjunto de N, e por isso M deve
estar na lista No, N1, Na,... acima (por suposic¢ao de que a lista possa ser
feita). Dai, devemos ter M = Nk para algum k. Mas isso & impossivel,
pois k esta M se, e s0 se, k ndo estd em Nk = M (pela definicdo de M).
Assim, chegamos a uma contradigdo ao supor que o conjunto 2N é
enumeravel, pois conseguimos um seu elemento que nao esta na lista,
dai, 2N ndo é enumeravel.

Prova 2:

Podemos, em vez de pensar nos subconjuntos Si, Sy, Ss,..., de N, pensar
em suas fungdes caracteristicas, f1, f2, fs,.... Vimos que ha bijecdo entre S;
e fi.

Pela suposigdo de que 2N é enumeravel, podemos ter uma lista das
funcBes caracteristicas. Podemos, entdo, construir a seguinte tabela:

1 2 3 4

fi [ @) |f1@ |fE) | f10)
f, [ f0) |20 | 23) | f2(9)
fs | f31) | f32 | BB | fa4)
fa | fa@) | fa2) | fa3) | fa(d)

A linha n representa a fungdo f,, e assim o conjunto Sn. A linha
fa(1)fn(2)fn(3)... € uma sequéncia de uns e zeros dependendo se, para um
dado p, fa(p) pertence ou nédo a Sy.

Os pontos da diagonal da tabela formam uma sequéncia de zeros e uns.

Esta sequéncia determina um conjunto de inteiros positivos que pode
muito bem estar na tabela anterior. Em outras palavras, pode muito bem
haver um natural d tal que o conjunto Sq ndo é outro sendo o conjunto da
diagonal. A sequéncia de zeros e uns da d-ésima linha concordaria com a
sequéncia diagonal ponto por ponto, assim:

fa(1) = f1(2), fa2) = f22), fa(3) = f3(3), ...

Construimos agora um conjunto que com certeza ndo esta na tabela: o
conjunto antidiagonal, que consiste de inteiros positivos que ndo estdo no
conjunto diagonal, isto €, esse conjunto diferird dos outros (de todos os
da tabela!) em pelo menos um elemento!
A sequéncia antidiagonal correspondente ¢ obtida pela transformacéo de
zeros em uns e vice-versa na diagonal. Podemos obter a sequéncia assim:
1- f1(2), 1- £2(2), 1- f3(3), 1- fa(4), ...
Esta sequéncia, com certeza, ndo esta na tabela dada, pois se assim for,
isto é, se ela aparece na m-ésima linha teriamos:
fm(l) =1- fl(l), fm(2) =1- f2(2), veny fm(m) =1- fm(m)
Mas, a Ultima equacéo é falsa, pois, se fm(m) =0, entdo 0 = 1; se fm(m) =
1, entdo 1 = 0. Dai, concluimos que 2N ndo pode ser enumerado, ou seja,
novamente, 2N ndo é enumeravel.
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FUNCOES

Definigoes:

Uma funcdo é uma transformacao ou mapeamento dos elementos de um

conjunto em outro. O conjunto-origem é chamado de dominio e o conjunto

destino é chamado de imagem ou codominio.

Uma definicéo formal de uma fungdo f é:
Sejam os conjuntos D = (d1, d, ...,dn) e C = { ¢y, €1, ...,Cn}, representando
0 Dominio e o Codominio, por exemplo. Uma funcéo f: D - C (a seta
significa: mapeia os elementos de D em C) é definida assim:
Se f(di) = cj e f(di) = ck entédo cj = ck. Isso implica que, para cada
elemento em D existe um, e apenas um, elemento em C. Um elemento
em C, porém, pode corresponder a um ou mais elementos em D.
Na figura a seguir, f1 ndo € uma funcéo, mas f2 é.

dp d1
da ] da
d3 ds
dg dg
ds ¥ ds

Se todos os elementos de D tiverem um correspondente em C, f é uma funcéo
total. Se pelo menos um elemento de D n&o tiver um correspondente em C, f é
uma funcdo parcial. Uma funcéo f é parcial em N se Domf — N . Uma funcdo f

é total em N se Domf = N. Daqui se conclui que toda func¢éo total é, ao mesmo
tempo, parcial.

Sejag:Z—>Z|g(n)= Jn .ParacadanemZ, a imagem tem que continuar em

Z. Esta funcdo, entdo, é indefinida para valores que nao sao quadrados perfeitos.
Assim, g é uma funcdo parcial, pois o dominio de g estd em Z, mas ndo € todo o
conjunto Z.

Se f(di) = ck e f(dj) = ck, entdo di = dj e a funcdo f é injetora. Em outras
palavras, para cada elemento em C existe um, e apenas um, elemento em D.

Se para qualquer ¢j € C existe di € D, a fungdo f é sobrejetora. Em outras
palavras, a cada elemento de C corresponde pelo menos um elemento em D.

Se f é injetora e sobrejetora, f é bijetora.

Veja os exemplos que se seguem.
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d €1 di €1

dz c2 dz c2
ds ds c3
injetora parcial ityjetora total, e bijetora,

portanto sobrejetora também

di C1
A 2 “
ds C3
sobrejetora parcial sobrejetora total, e bijetora,

pottanto injetora tamhém.

Considerando wma funedo total, Aguindo é possivel injecio e
arelagio agqui 54 pode ser de nietn sobrejecio.

ijegdo ou sobrejesdo, mas nio

ambas, assim nio tem como

termos uma bijegdo.

Um conjunto A é infinito se existir f injetora f: A > A, tal que f(A) €
subconjunto proprio de A (veja Conjuntos Equivalentes).

Se hé injecdo para um subconjunto de N, A é contavel. Se ha bijecdo para N, A
é infinitamente contével.

Uma funcéo é unaria quando aceita apenas um argumento, e.g., f(x). E binaria
guando aceita dois argumentos, e assim por diante.

Uma fungdo enumerativa é uma funcéo que, dado um argumento de N,
reproduz todas as fungdes que séo elementos de um conjunto de funcdes.
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Sejam A, B dois conjuntos e seja S uma colecdo de fungdes parciais f : A-> B.
Dizemos que uma funcgéo binaria u : N x A - B enumera S se, e somente se, sempre
que g : A - B é uma funcdo arbitréria, entdo g estd em S se, e somente se, existe um
numero natural k tal que g(x) = u(k,x), para todo x € A (lembre-se que N x Aé o
produto cartesiano de N por A, ou seja, a funcdo u aceita dois argumentos, um
pertencente a N e outro pertencente ao conjunto A).

Além disso, dizemos que S é contavel se, e somente se, S tem uma funcéo enumerativa,
ou S é vazio. Se S € contavel, entdo u(0,x), u(1,x), u(2,x), ... € uma sequéncia que
contém todos e somente os elementos (funcdes) de S. Claramente, u é uma funcao total
se cada funcdo em S é total.

Exemplos
1) S consiste de todas as func¢des da forma 2x + 3, 4x + 3, 6x + 3, .... Uma fungéo
enumerativa € dada por u(k,x) = 2(k+1)x + 3.
2) S consiste das fungbes 0x — 0, X — 1, 2x — 2, 3x — 3, ... Note que todas séo
funcBes parciais em N (para x=0), exceto 0x — 0. Uma funcdo enumerativa €
u(k,x) =kx -k

O conjunto de todas as fungdes unarias totais de N para N é incontavel (ndo é possivel
encontrar uma funcao que enumere estas funcdes unérias):
Si={f:N->N|[f(x)=2z comx,z €N}

Prova 1:
Suponha que S; é contavel com fungdo enumerativa u(k,x).
Defina g(x) =u(x,x)+1 paravx e N . Claramente g € uma fung&o unaria total.
Assim, g deve estar em Si. Isso significa que, para algum k, g(x) = u(k,x), para
qualquer x pertencente a N (a fungdo u com o parametro k enumera — ou rotula
—a funcdo g dentro de S1). Mas, isso é claramente impossivel, pois, se pegarmos
k =xem g(x) = u(x,x) + 1, obtemos g(k) = u(k,k) + 1. Mas, usando k em g(x) =
u(k,x), obtemos g(k) = u(k,k). Isso implica que g(k) = u(k,k) + 1 = u(k,k)!!
Se u(k,k) for zero, teremos que 1 = 0. Isso € uma contradicéo.
Assim, a suposicéo de que S; é contavel deve ser falsa.

Note que a concluséo acima falharia se S; fosse o conjunto de todas as fungdes
unarias parciais, pois u(k,k) + 1 = u(k,k) ndo seria uma contradicdo se u(k,k) for
indefinido, ou seja, a imagem de u(k,k) ndo estd em N (fosse -1, por exemplo).
Contudo, a prova acima mostra que o conjunto de todas as fun¢des unarias
parciais contém um subconjunto incontavel. Assim, o proprio conjunto de todas
as fungdes parciais é incontavel também (R é incontavel porque contém I).

Prova 2:
Se S; for contével, podemos ter a sequéncia S = f1, f2, fs,.... Mas, a funcdo
definida por diag(i) = fi(i) + 1, que € uma fungéo de N para N, ndo pode
pertencer ao conjunto, pois diag seria fj para algum j, mas, isso implicaria que
diag(j) # fj(j) ou fj(j) € a mesma coisa que fj(j) + 1, o que ndo pode ser.
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Fungdes Recursivas

Definicdes:
Simbolo: Um caracter, letra ou marca.
Alfabeto: Um conjunto finito de simbolos. Um alfabeto é, normalmente,
denotado pela letra grega sigma (X).
Cadeia ou Palavra: Uma sequéncia finita de simbolos de um alfabeto.
Linguagem: Um conjunto de cadeias de um alfabeto. Este conjunto pode ser
vazio, finito ou infinito.
>* : Todas as combinacdes possiveis de palavras do alfabeto X, formando uma
linguagem.

Uma funcdo é dita recursiva (computével, decidivel) se existe um algoritmo (um
programa, uma maquina) que a calcula, que a computa, isto €, mimica a funcao.

O termo recursiva é também usado para algumas fungdes (ou programas) que aceitam a
Si mesmos como argumento, como vimos em Recursdo, mas, ndo é este o sentido usado
aqui na teoria da computacao.

Ser computavel ndo necessita ser eficientemente computavel. Pode ser que o algoritmo
leve muito tempo para parar, se parar. Considera-se o tempo e 0 espac¢o (para os dados)
ilimitados. O algoritmo deve ser finito (em numero de passos) e, eventualmente, termina
devolvendo um valor.

Uma funcdo computével por algoritmo equivale a um mapeamento produzido pelo
algoritmo, isto é, a cada funcdo computavel corresponde pelo menos um algoritmo que
a calcula.

Uma mesma funcéo pode ter varios algoritmos (diferentes entre si) que a computa, mas,
um algoritmo ndo computa mais que uma fun¢éo, ou seja, ele age de maneira Unica.
Sim, pois, se a funcdo f produz o mesmo resultado que a fungédo g, com 0s mesmos

argumentos, entdo f = g. Por exemplo, ndo existe a funcdo f, tal que f(x)=x* = Jx.
Vejaisto: f(x) = Jx . No conjunto imagem, existem dois elementos diferentes que
satisfazem esta func&o. So eles: +/x e —+/x , mas, claramente, s&0 necessarios dois
algoritmos diferentes para computarem os resultados, ou seja, um para f (x) =/x e
outro para g(x) = —v/x , e f(x) # g(x).

Existem funcdes que sdo bem descritas (de maneira finita), mas que nao sao
efetivamente computaveis (ndo existe um algoritmo para computa-la — ele teria que
parar e produzir um resultado).

Exemplo: Todo numero par maior que 2 € soma de dois numeros primos (Conjectura de
Goldbach - Christian Goldbach - 1742).
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x . . 1, se a conjectura é verdadeira
Uma funcdo equivalente seria: h(x) = . )
0, se a conjectura ¢ falsa
Claramente, h é uma fung8o constante (se a conjectura for verdadeira, qualquer x sera
mapeado em 1, por exemplo) e é bem definida e bem descrita, portanto, deveria existir
um algoritmo para representa-la, mas, como é ele?
Uma tentativa seria o procedimento:

EXAMINE CADA NUMERO PAR ATE APARECER UM QUE NAO E A SOMA DE DOIS PRIMOS. SE E QUANDO ELE
APARECER, DEVOLVA ZERO.

Ora, se a conjectura for verdadeira, esse procedimento nunca terminara (o conjunto dos
nameros pares € infinito e nenhum valor que satisfaca a condi¢do ser& encontrado), dai,
esse procedimento representa uma funcéo parcial (¢ como se a funcdo pegasse um
argumento gque ndo gera um mapeamento no conjunto imagem, que é o conjunto dos
pares que ndo sdo soma de dois primos — a funcéo fica indefinida para aquele
argumento). A fun¢do é computavel, mas ndo conseguimos escrever um algoritmo que a
compute.

Um conjunto A de nimeros naturais é chamado de computéavel (recursivo, decidivel) se
existir uma funcdo computavel total f tal que para qualquern € N, f(n)=1sen€ A e
f(n) = 0 se n ndo pertence a A.

O conjunto A é computavelmente enumeravel (recursivamente enumeravel,
semidecidivel) se existir uma funcdo computavel f tal que, para cada n, f(n) é definida
se, e somente se, n € A.

Assim, um conjunto é computavelmente enumerével se, e somente se, ele é dominio de
algumas funcbes enumeraveis.

Uma funcdo unaria parcial ou total f é dita efetivamente computavel se existir um
processo efetivo que, quando dados n argumentos X1, X2, ...,Xn, O Processo
Eventualmente pare, produzindo f(x») se f(xn) é definida.
Nunca pare, se f(xn) for indefinida.

O conjunto S de todas as fungdes efetivamente computaveis em N é contavel.

Prova:
Cada fung¢do do conjunto possui um “algoritmo” que a computa. Mas, um
algoritmo ¢ formado de cadeias de simbolos do alfabeto X (pode ser o alfabeto
{0, 1} usado pelos computadores), ou seja, de £*. Sabemos que X* é contavel,
dai, o conjunto de algoritmos é contavel. Entdo, o conjunto das funcdes
efetivamente computaveis é contavel.

Todo programa é finito. Assim, o conjunto de todos os programas € contavel. Dai, 0
conjunto de todas as fun¢des computaveis de N para N é contavel. Mas, o conjunto de
todas as fungdes de N para N ndo e contavel. Assim, muitas fungdes de N para N ndo
sd0 computaveis.

Um programa escrito em codigo binario pode ser visto com um unico numero binério,
equivalente a um nimero natural. Com isso, o conjunto de todos os programas equivale
a um conjunto de nimeros naturais, sendo, por isso, contavel.
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Existem fungdes totais em N que néo sdo efetivamente computaveis.

Prova:
Vimos que Si={f | f : N = N} ndo é contavel.
Vimos que Sx={f | f : N > N efetivamente computavel} é contavel e S,  S,.
Dai, existe um namero incontavel de fungdes ndo computaveis.

Existem mais funcdes de N para N do que programas que mapeiem um namero natural

para outro nimero natural.

Se existe um procedimento (méaquina) que calcula uma funcéo f, entdo f é computavel,
e, para qualquer x pertencente a N, a maquina M devolve f(x) se x € Domf.

Se x g Domf | nada é obtide. E

M como se a maguina ficasse
blogqueada, como se a computacio

nunca terminasse.

M flmiou?

Uma funcdo a qual corresponde uma maquina desse tipo é chamada de funcéo
parcialmente computével.

Para todo problema soltvel por um algoritmo (o algoritmo existe e é apresentado), é
possivel obter-se um procedimento para resolvé-lo, isto €, existe uma funcéo (maquina)

F tendo como entradas x, y € N, em que x ¢ o indice (rétulo) da fungdo que se quer
computar e y é o argumento para essa funcdo: F(x,y) = fx(y).

17

N

S

()

l\

Note que h&d uma sobrejecdo de N no conjunto de fungdes, pois, a cada fx corresponde

pelo menos um x € N.

Agora, a cada f(y) corresponde um y € N? E se, para um yo € N, fx(Yyo) ndo estiver
definida? Isto implica fx parcial. Equivale a dizer (veja acima) que a maquina My nao
para nunca.
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E possivel, ou ndo, construir um procedimento (maquina) que resolve se uma dada
funcgéo fx é definida para um certo y?
Isto equivale a perguntar:

Existe uma méaquina M que decide se a maquina m para com um dado n?
onde m calcula fx com o dado y, ou seja, m = Mx.

Equivale, também, a perguntar: E possivel construir um programa geral G que decide se
um programa P qualquer para com um dado x?
Se G existe, ele teria a forma da seguinte funcéo total h:

h(x, y) = 1, se f (y) é definida
77710, se f (y) é indefinida

. . n . 1, seh(x,x)=0
Com isso, podemos definir uma funcdo g assim: g(x) =< . .
indefinidg se h(x,x) =1
isto €, g € definida se fx for indefinida, ou, g(x) ndo da resultado se fx(x) der um
resultado.
A funcéo f pode receber seu préprio indice (um nimero natural que a enumera) como
argumento sim, e pode nao estar definida nele.

A funcdo g, claramente, é computavel, pois, podemos computa-la pela suposicao da
existéncia da funcdo h. E g € uma funcao parcial.

Ora, se o procedimento h decide sobre fx(y), também é capaz de decidir sobre g. Entéo,
existe um x0 € N tal que fxo(X) = g(X) correspondendo a uma maquina Mxo.

Podemos fazer x = x0 e perguntar: x0 € Domg = Domfxo?:

1, se h(x0, x0) = f,,(x0) = g(x0) é indefinida

g(x0)=4. .. .
indefinida se h(x0, x0) = g(x0) é definida

A concluséo que se tira é que: g(x) definida<> g(x) indefinida. I1sso é uma
contradicdo, por isso, o programa G nao pode existir.

Portanto, ndo se pode decidir se um dado x € N pertence ou ndo ao dominio de uma
funcdo fi qualquer. Pode-se saber que se x ndo pertence ao dominio da fungéo, entdo a
funcdo € indefinida para aquele valor, mas ndo ha como saber, ndo ha como testar se x
pertence ou ndo ao dominio da fun¢do. Dai, o procedimento ou maquina M, ou
programa geral G, ndo existe, pois, a suposicao de sua existéncia leva a uma
contradicao.

Este problema é conhecido como Problema da Parada (The Halting Problem). Vamos
tentar deixa-lo mais claro com mais exemplos e discussoes.
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Analisando o Problema da Parada

VVamos repetir a argumentacéo anterior, rapidamente, através da construcdo de uma
série de algoritmos.

Um programa de computador € uma série de digitos 0 e 1. Assim, qualquer programa é,
também, dado, e um programa pode ser construido para aceitar ele mesmo como dado.
Construamos um programa P que analisa um programa Q que aceita ele mesmo como
argumento:

Pare se Q(Q) para
N&o pare se Q(Q) ndo para

P(Q) :{

Construamos, entdo, um programa D que aceite 0 programa Q como argumento:

Nao pare se Q(Q) parar
Pare se Q(Q) nao parar

D(Q) ={

Como D é um analisador de programas, como ficaria D(D)? VVamos ver:

N&o pare se D(D) parar
Pare se D(D) néo parar

D(D) = {
Mas, por que, aqui na nossa cabeca, essa contradi¢do nao parece clara, parece
arranjada? Vamos analisar mais...

Vamos recolocar assim:
P é um programa que analisa se um programa qualquer vai parar ou ndo ao ser
executado.

P(anyprogram)

Se anyprogram para, devolva “SIM”;
Se anyprogram nio para, devolva “NAO”;

}

Escrevamos o seguinte programa Q:

Q(anyprogram)
{

Se P(anyprogram) == “SIM”, entre em loop;
Se P(anyprogram) == “NAO”, pére;
}

Aqui, o programa Q néo vai parar se a subrotina P disser que anyprogram para, e vai
parar se a subrotina P disser que anyprogram nao para.

Como anyprogram pode ser qualquer programa, ele pode ser o préprio Q, certo? Entdo,
vamos ver o que acontece quando fazemos anyprogram = Q, no programa acima.
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Q)

Se P(Q) == “SIM”, entre em loop;
Se P(Q) == “NAO”, pare;
}

Se P, ao analisar Q, disser que ele para, vemos que, na verdade Q néo para; se P disser
que Q ndo para, nos forgamos Q parar. Assim, forgamos P a “mentir”, a apresentar uma
contradicéo.

Como P analisaria Q(Q)? Vamos ver.

P(*Q(Q))
{

Se [Se P(Q) == “SIM”, entre em loop; Se P(Q) == “NAO”, pare;]
para, devolva “SIM”;

Se [Se P(Q) == “SIM”, entre em loop; Se P(Q) == “NAO”, pare;]
n&o para, devolva “NAQ”;

}

Quando P pegar Q, ele vai se ver em Q. Ele vai analisar uma andlise que ele fara de Q.
Haverd um aninhamento (recurséo) sem fim, ndo é?
Isso ainda ndo esta legal...

Vamos tentar construir um programa que analise qualquer outro programa e informa se
esse programa para ou ndo com uma certa entrada. E se ele ndo tiver nenhuma entrada?

P(f.x)

{
Se Tempo(f(x)) > 5h, devolva “timeout”
sendo devolva 1

}

Talvez f(x) parasse depois de 6 horas rodando... talvez nunca pararia.

Se nunca parar, como P decide isso? Ele ndo tem que decidir com base no resultado da
execucdo de f, sendo corre o risco de nao poder decidir, caso f ndo pare.

O que deve ser feito € uma analise do argumento x em relacdo a transformacao que ele
sofre quando f executa. Essa transformacdo pode ser composta de um passo ou de varios
passos. Cada passo tem um conjunto imagem que serd dominio para o0 préximo passo.
Para que se conclua que o procedimento vai parar, trazendo um resultado, cada passo
tem que atingir seu conjunto imagem de tal modo que o proximo passo, ao pegar essa
imagem como argumento, atinja, também o seu conjunto imagem. Quando o ultimo
passo fizer isso, 0 procedimento parou com sucesso.

Se a analise de um passo mostrar que ele ndo vai gerar um argumento valido para o
proximo passo, o analisador pode concluir que o procedimento, como um todo, ndo vai
parar para o argumento inicial x.
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O passo i pode:
1) Gerar uma imagem aceitavel.
2) Gerar uma imagem inaceitavel.
3) Nunca gerar uma imagem.

O passo (i+1) vai:

1) Aceitar aimagem e transforma-la, podendo, por sua vez, cair num dos
passos 1, 2 ou 3, acima.

2) Ficar blogueado, aguardando um argumento aceitavel. Se o passo i nao
sabe 0 que o passo (i+1) espera, este caso equivale ao 3. Porém, tratar o
argumento inaceitavel é torna-lo aceitavel, entdo ndo consideraremos isso
e (i+1) ficard bloqueado quando o passo i gerar um argumento
inaceitavel.

3) Ficar blogueado, aguardando um argumento (aceitavel).

Como saber, de anteméo, se um argumento vai servir para o0 proximo passo? Sera que
analisar o programa de baixo para cima resolveria? Simulando uma execugéo reversa do
passo i, ele daria as caracteristicas de seu argumento para que o passo (i-1) o gere. O
problema é que nem todas as transformacdes tem uma inversa. Entdo ndo podemos
generalizar.

Ora, o Problema da Parada nédo especifica quantos passos o programa deve ter. Assim,
vamos analisar o caso mais simples em que f(x) sé tem 1 passo:

1) Ele vai parar.
2) Ele ndo vai conseguir gerar uma imagem (ndo vai parar)
3) Ele n&o vai parar.

Os casos 2 e 3 sd0 a mesma coisa, 0 que se resume a:

1) Ele vai parar.
2) Ele ndo vai parar.

O analisar P ficara:

P(f.x)

{
Se f(x) para, devolva 1
se nao, devolva 0

}

O programa f(x) para se x estiver no dominio de f. Mas, dado um x arbitrario, como
saber se ele esta no dominio de f sem ser através de um teste de ? Sem conhecer f ndo
da para saber. Conhecendo f, s6 da para saber se f parar. Se f ndo parar, ndo da para
saber se vai parar algum dia ou que nunca vai parar com aquele Xx.

Um ser humano pode olhar f e x e decidir se f vai parar, mas, como uma maquina pode
fazer isso? A maquina tem que executar f(x) para decidir.

O problema dos computadores é que eles incorporam o programa e sdo o0 programa
enquanto este roda. Se 0 programa nunca parar, 0 computador nunca vai parar também.
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Por outro lado, existem alguns problemas que um ser humano, e muito menos um
computador, ndo é capaz de decidir, como a conjectura de Goldbach e o problema de
Fermat (ver). No maximo, um ser humano poderia dizer: desconfio que isso ndo para,
mas, uma maguina nao pode nem isso.

Concluindo que o programa para ou ndo para para um dado x, ndo permite ao analisador
generalizar e dizer que vai parar ou ndo vai parar para um dado y # x. Seria necessario
testar todo o dominio. So isso iria fazer o analisar rodar por tanto tempo que poderiamos
dizer que ele nunca iria parar. Entdo tal teste é inviavel.

Dado um programa analisador, podemos confundi-lo, o que prova que ele pode ser
confundido por um programa qualquer. Assim, ndo da para construir um analisador que
decide se um programa para ou nao.

O truque consiste em construir um programa Q que pega um programa qualquer x e 0
usa como argumento para uma subrotina que chama o analisador P. Conforme a
resposta de P sobre X, Q faz 0 oposto. Depois basta usar o préprio Q no lugar de x. Isso
vai confundir P.

Todo programa tem uma “personalidade”. Se ele ndo tiver nenhuma entrada (zero
argumentos), sua personalidade é fixa. O que uma entrada (input) faz é alterar a
personalidade do programa. Claro que o programa tem que reconhecer essa entrada (ndo
ignora-la). Ndo é a entrada e nem a saida que caracteriza a alteracdo da personalidade do
programa, mas, sim, o tratamento que ele da a entrada. Um programa pode pegar duas
entradas diferentes e gerar a mesma saida, como se estivesse tratando apenas uma das
entradas.

Como o analisador P se comportaria com um programa X que tem a personalidade fixa?
Ele diria se para ou ndo. A questdo € que é sempre possivel construir um programa Q
que aceite X como argumento, testa-lo com P, inverter e chamar Q com Q.

E se P mentir?

Voltando a linguagem matematica...
Suponha que alguém diga que construiu uma maquina F que resolve o problema da
parada, isto €, F pega a instrucdo i e o0 dado x e diz se i é definida em x ou ndo:

F(@,x) =

1sei é definidaem x
0 sei é indefinidaem x

Podemos ter no programa, entdo, uma instrucao j definida assim:

. 1se F(x,x)=0
j)=9.
indefinidase F(x,x) =1

Isto é, a instrucdo j é definida se a instrucdo x for indefinida, e é indefinida se a
instrucdo x for definida, para 0 mesmo dado. Nesse caso, o dado que define j ndo define
X, € vice-versa.

Ora, se j € uma instrucdo no programa, X pode, também, ser uma instru¢do no mesmo
programa (afinal de contas, uma instrucdo € um ndmero binario — natural).
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E, mais ainda: pode ser que exista um indice Xo, tal que Xo € a instrucéo j (o conjunto de
instrucdes de um programa é contavel), ou F(Xo,X) = j(x). Pode ser que X = Xo, 0 que
resulta:

i(x,) = 1se j(x,) e indefinida

1) = indefinidase j(x,) é definida

Claramente uma contradigdo: j(x,) definida< j(x,) indefinida

O que tivemos foi que a x-ésima instrucao (ix)pode ser a j-ésima instrucao, e que ela
estara definida no x-ésimo dado (dx) se ndo for definida ai, e vice-versa.

A instrucdo j foi construida com base na maquina F. Entdo essa instrucéo é construida
de tal modo que ela é indefinida quando F diz que ela é definida, e € definida quando F
diz que ela é indefinida.

Se F existe, j pode ser construida. Basta olhar o que F diz e construir j dizendo o
contrario. Isto far4 F se confundir e se contradizer, pois ela é obrigada a falar “1”
quando falou “0”, e falar “0” quando falou “1”. E isso pode ser feito, qualquer que seja
F. Dai, ndo é possivel construir uma tal maquina F.

Veja que se a maquina F parar (tem que, por suposicdo), ela ird se contradizer. Pode-se
ver, porém, que quando ela for analisar j, encontrara a si mesma em j, e, para dizer que j
é definida, tem que dizer que j € indefinida; e, para dizer que j é indefinida, tem que
dizer que j é definida, e assim por diante, ficando se jogando pra la e pra ca sem parar,
mas, por suposicao, ela para.

Ao se supor que ela para, entdo, agora, fica legal. Ela vai se contradizer.

No mundo real, ela ndo vai parar, e este € 0 melhor motivo para se afirmar que ainda
ndo temos tecnologia para construir um tal programa analisador.

O processo usado para se chegar a contradicdo acima € chamado de diagonalizacéo,
porque os elementos i e x estdo na diagonal da matriz formada pelas instrugcdes e dados:

lo l1 12 I3 l4 e Ix
do iodo i1do i2do isdo  iado ... ixdo
di dodr  iadr P01 izdi iadi ... ixdi
d2  iod2  i1d2  i2d2  isd2  iad2 .. ixd2
ds dods i103 Q203 isds  iads ... ixds
da  dods i1dsa  i2ds  i3ds  iads ... ixOs
dx ide ildx i2dx i3dx i4dx ixdx

Onde cada ipdq tem valor 0 ou 1, conforme a instrugéo esteja definida ou ndo no dado d.
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Seja U(k,x) uma funcdo que enumera o conjunto T = {f: N > N | f é total e
computavel}, isto é, U é uma maquina que enumera funcées (outras maquinas!). Entéo
U ndo pode ser uma funcéo efetivamente computavel (calculada por um algoritmo).

Prova:

Claramente U deve ser total. Pela definicdo de U, uma funcdo f: N > N estiem T se, e
somente se, para algum k fixo tenhamos f(x) = U(k,x), para qualquer x pertencente a N.
Veja que k rotula a funcédo e x é argumento para essa funcao (veja a maquina Mr
anterior!).

Agora suponha que U é computavel por algoritmo. Seja a fungdo g : N - N definida
como segue, para cada x € N:

g(x) =U(xx) +1

Como U é computével, também g o é. Alem do mais, g é total (definida para todo x).

Entdo, como g ¢ total e computavel, g € T. Consequentemente, deve existir ko tal que
g(x) = U(ko,x), para todo x (isto &, U lista g). Mas, isto implica que U(Ko, ko) = g(ko)

[lembre-se que g € total, entdo g(ko) é definido] por substituicao e g(ko) = U(ko, ko)+1
=>0=11

Assim, a suposicdo de que U é efetivamente computavel é falsa.

Existe uma funcdo U, parcial e computéavel, que enumera o conjunto de todas as fungoes
computaveis parciais unarias.

Argumentacéo:

Toda funcéo efetivamente computavel deve possuir um algoritmo que pode ser usado
para computa-la. Esse algoritmo pertence ao conjunto £*, que possui um procedimento
que o enumera. Dai, podemos obter uma lista lo, l1, I2, ... de procedimentos. Basta
determinar, depois, se algum I, € um algoritmo.

Definimos a fungéo U por:

g se o k - ésimo procedimento |, eventualmente pararquandotem xcomoentrada
Indefinidosel, ndo pararquandoaplicadoa x

U(k,x) = {
Essa fungdo pode ser efetivamente computével por:
Q: READ k,Xx = CONSTRUA lx = Ik(X) > DEVOLVA Y SE Ik PARAR = HALT

Q para <==> U(k,x) é definido

Agora, devemos mostrar que essa maquina, de fato, enumera o conjunto T de funcdes
unarias parciais efetivamente computaveis.
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Seja T’ o conjunto de todas as fungdes enumeradas por U. Primeiro, U é uma fungdo
com dois argumentos efetivamente computavel. Assim, para um ko € N fixo, a fungao
f(x) = U(ko,x) é, tambem, efetivamente computével, tendo apenas um argumento, ou
seja, € uma funcéo unéria efetivamente computavel. Dai T'c T .

Agora, seja f uma funcdo qualquer em T. Assim, f é efetivamente computavel. Dai, f
deve possuir um procedimento Iko que a computa. Assim, para cada x, f(x) € o resultado
de lko (x) se f(x) é definido ai, e Iko (x) ndo para se f(x) for indefinida ai. Mas, isso
implica, pela nossa construcdo de U, que f(x) = U(ko,X), para qualquer x pertencente a
N.Assim, f€T.Dai, TcT'=T=T'

As duas proposi¢cdes anteriores mostram que existem conjuntos que podem ser
enumerados por uma fungéo enquanto um seu subconjunto ndo possui uma tal funcao
enumeratival!

Por exemplo, o conjunto P dos nimeros primos maiores do que 2 é um subconjunto do
conjunto Q dos nameros impares. Contudo, € muito mais facil enumerar Q do que P.
Na primeira proposicéo, a funcdo usada é total, de onde obtemos uma contradi¢do. Na
segunda, U é uma funcdo parcial e a equacao U(ko, ko) = g(ko) = U(ko, ko) + 1 da
primeira pode ser aqui satisfeita pelo caso em que U(ko, ko) € indefinido.
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Problemas Indecidiveis

Um problema é indecidivel se ndo pudermos dizer sim ou ndo para a caracterizacdo
desse problema.
Por exemplo, o nimero 45 é par?
Este problema é decidivel porque podemos provar isso:
a=45/2;b=2xa. Se b =45, entdo sim, sendo n&o.

Um problema que nédo tem solucéo néo é, necessariamente, indecidivel (se soubermos
que ndo ha solucdo, podemos decidi-lo).

Indecidivel se refere a uma classe. Para elementos especificos desta classe, o problema
pode ser perfeitamente decidivel, como o Décimo Problema de Hilbert: Para algumas
equac0es diofantinas, pode-se obter um algoritmo de decisdo, mas, para o0 conjunto
geral, ndo. Este é um problema indecidivel.

Equagdes Diofantinas:
E uma equacdo polinomial indeterminada (tem conjunto infinito de solucdes) em
que os valores (a serem descobertos) das variaveis s6 podem ser inteiros:
Forma geral: ax+by=1, x**n + y**n = z*¥*n

Décimo Problema de Hilbert:
Encontre um algoritmo para determinar se uma dada equagdo diofantina com
coeficientes inteiros tem uma solugdo inteira. Resolvido (Wey Sun - 1992): Nao
existe tal algoritmo. Isto implica que o problema agora é decidivel, porém, era
indecidivel em 1982. Mas, sigamos com o resumo.

Para um conjunto de trés equacdes, poderiamos obter um algoritmo (geral) que diria:
SSS; outro que diria SSN; outro que diria..., isto €, teriamos 22 algoritmos diferentes que
teriam como entrada o conjunto de equacdes, e como saida sim ou ndo, dependendo de
ele encontrar ou n4o a solucdo da equacio analisada. Desses 2° algoritmos, s6 um é
correto. Qual? Ora, se as trés equacdes ndo tém solucdo, o algoritmo correto é o que diz
NNN. Quer dizer, se ele diz NNN, ele é correto, mas, para dizer NNN, ele tem que ser o
correto!

Se soubermos que a terceira equacao € a correta, entdo estaremos usando o conjunto
para testar qual € o algoritmo correto; se soubermos qual é o algoritmo correto,
podemos descobrir qual é a equacdo correta? Desde que possamos provar que ele
realmente calcula a equacdo, sim.

Seria possivel construir um unico algoritmo que testasse todas as equacdes?

Estes problemas do tipo sim/ndo, sdo chamados de Problemas Recursivamente (por
meio de algoritmos) Indecidiveis.
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Exemplo:
X"+y"=z",(x,y,2>0ANn>2)e N

Pode-se construir um algoritmo que calcule esta equagédo (encontre uma solucdo para
ela)?
Este problema é indecidivel porque ndo se sabe se esta equacdo tem solucéo.

Complexidade

A analise de um algoritmo nos fornece a limite superior para a quantidade de recursos
que é suficiente para resolver uma dada tarefa. Para melhorar o algoritmo, o limite
inferior deveria ser encontrado. O ideal é atingido quando o LS for o menor possivel e 0
LI for o maior possivel (e coincidentes), e qualquer outro algoritmo seria menos
eficiente.

O limite inferior é o ponto onde o algoritmo para de funcionar se 0 minimo possivel de
recurso for removido. Qualquer recurso adicionado acima do limite inferior se torna um
desperdicio.

Existem funcbes que, por mais recursos que acrescentemos nela, ndo podem ser
computadas, isto é, ndo se consegue obter um algoritmo para calcular uma tal funcéo.
Isto seria um caso em que o limite inferior é altissimo, inatingivel. Claro fica, que,
abaixo do limite inferior, ndo se consegue um algoritmo.

Por exemplo, a seguinte funcdo é computavel, porém, ndo se consegue construir o
algoritmo que a computa:

( 1, se a expansdo decimal de 7 tem, no minimo, n digitos 5 consecutivos
z(n) = :
0, em caso contrario

i) Se a(n) = 1, entdo a(n-1) =1,n >0
i) Se n1=0, entdo n(nt+1) =0

Das duas, uma:

ou f_éafuncéo constante f_(n) =1,

ou existe um k fixo tal que

1 sek <k
fy={ "
0,sek >k

n 1(2|3|...|k|k+1|k+2
fn)[1(1(1(..|1]0 0

Qual é k? Nao se sabe se ha um tal k, ainda.
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Predicados

Um predicado 0 sobre um conjunto X é uma fungdo 0:X = {0, 1}. Se 6(x) =1 para x €
X, entdo, dizemos que X satisfaz 0, ou que 0 ¢ verdadeiro em x. Caso contrario, isto &, se
0(x) = 0, entdo dizemos que x ndo satisfaz 0, ou que 0 ¢ falso em x.

Exemplos:
X=N
1, se x é primo
0(x) ={ P
0,c.c

X = {conjunto das equacdes diofantinas}
1, se x tem solugdesint eiras
0(x) =

0, cc

Um predicado 0 sobre X ¢ decidivel se existir um algoritmo F que calcula 0, isto &, se F,
com argumento x € X para e F(x) = 0(x).

F nos dira se 0(x) é verdadeiro ou falso. Neste caso, dizemos que F ¢ um Processo
Efetivo de Decisao para 6.

0 € indecidivel, se ndo for decidivel.

Teorema = Seja 0 o seguinte predicado sobre o conjunto r* x r* de pares de palavras de
r*: (0: r*x r* 2> {0, 1}).
) 0(pt, dt) =1 se pt for um programa que, executado com teto de
dados dt, para.
i) 0(pt,dt) = 0, se pt com d ndo para.
Nestas condigdes, ndo existe um algoritmo F que calcula o predicado 0 (ndo existe F tal
que F(pt,di) = 0(pt,di). Em outras palavras, 0 é indecidivel.

Note que, para (pt,dt) particulares, podemos obter um F, mas, para a classe toda de
(pt,dh), isto €, para o caso geral, tal F ndo € possivel de se obter.

Prova:

Suponhamos que F exista, isto ¢, F calcula 0, ou F(pt,dt) = 0. Entdo, para
qualquer par pt,dt, F(pt,dt) =1 se p: com d; para e F(pt,di) =0 se p: com d: ndo
para. F pode, entdo, ser usado para definirmos um novo procedimento C, como
se segue:

procedimento C(A,B):
Se F(A,B) =1, entéo
repitax € late quex=0
sendo {F(A,B) =0} devolva 1

ou seja, C é uma funcéo definida por
1,se P com d ndo para

C(P,d):{

indefinida (ndopara)se P comd para
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Como é suposto que F existe, a fungdo C € computével. Note que F pode listar todos 0s
programas, inclusive C, acima.

Definimos, agora, o seguinte procedimento:

procedimento D(A):
devolva C(A,A)

Por extensdo, D também é computavel e aparecerd na lista dada por F. Também, D é
uma funcao parcial definida por
1,se P ndo para
D(P)=4. . . ,
indefinido , se P para
Pela suposicao de que F existe, dizemos que D esté na lista.

Que acontece se dermos a D seu préprio texto (isto é possivel, pois, D recebe um
programa A como dado)?

1se D ndo para

D(D) ={

N&o Para,se D para

Se D para, entdo D ndo para; se D ndo para, entdo D para, ou seja,
D para <==> D ndo para. Contradicéo.

Quando F diz que D néo para, D para (por defini¢do).
Se D para, entdo F diz que D n&o para e, por definicdo de D, D ndo para: contradigéo.
Se D ndo para, entdo F diz que D para e, por defini¢do de D, seria o caso em que D para.

Outra contradicao.

Portanto, a suposicao de que F existe implica que D é computavel, o que leva a uma
situacdo impossivel. Por isso, somos forcados a admitir que F ndo existe.

Existem dois métodos para se demonstrar a insolvabilidade de um problema:
1) Diagonalizacdo: Quando puder ser feita uma listagem dos objetos através de um
algoritmo, o método produz um objeto que ndo esta na lista.
2) Reducdo: Pegar um problema que se sabe ser insollvel e mostrar que a
solubilidade do problema em questdo implicaria na solugdo do problema, que se
saber ser insoluvel.

A prova acima foi por diagonalizagéo.
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Redutibilidade

Um predicado 01 ¢ redutivel a um predicado 02 se tivermos um método efetivo para
decidir (resolver) 01 através de 02, desde que nos seja fornecido o valor de 62 sempre
que for necessario. Ou, um problema é redutivel a outro se um método para resolver o
segundo produz um método para resolver o primeiro.

- Um predicado 01:X1 = {0, 1 } é m-redutivel a um predicado 02: X2 > {0, 1} se, e
somente se, existir um algoritmo f que, para qualquer entrada x1 € X1, produz uma saida
X2 € Xo, tal que, 01 (X1) = 1 se, e somente se, 02 (X2) = 1.

(e61(X1))=0<==>02(x2) =0)
(Vx| xeb, < f(x)€0,)

- Se 61 € m-redutivel a 62, entdo escrevemos: 6, <mé, .

Teorema: Se 0, for indecidivel e , <mé,, entdo 62 € indecidivel.

Prova:
Suponha que 0 € decidivel e 8, <m@, através de f. Seja g o algoritmo
que calcula 02 e seja h o procedimento

procedimento h(x):
devolva g(f(x))

f(x) sempre para. Como 6> € decidivel, também g sempre para. Dai, h sempre
para. Mas, por hipotese, 01(x) = 1 se, e somente se, 02(f(x)) =1 e como g calcula
02, 02(f(x)) = 1 se, e somente se, g(f(x)) = 1. Entdo h calcula 01, 0 que contradiz a
hipotese de que 61 € indecidivel.

- Se 6, <mé, e 0, ¢ decidivel, entdo 0:€ decidivel.

Prova:
Seja 6, <m0, via f. Seja g o algoritmo que calcula 02.
Defina h(x) = g(f(x)). Dai, h(x) calcula 61, portanto, 01 é decidivel.

- 6, decidivel< 6, decidivel
- 6, indecidivd < 6, indecidivd

—  [1,se0,(x)=0
6,: X ->{01} 0, =

0,se6,(x) =1
As vezes é mais facil fazer a redugfo com 6,.
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Exemplos

» O problema de se determinar se um procedimento é ou ndo € um algoritmo é
indecidivel (Problema da Parada Uniforme).
Vamos reduzir o Problema da Parada (indecidivel) a este problema.
Temos, entdo, que achar um algoritmo F que, tendo por entrada um programa Pt
e seu dado dt, dé por saida um programa Qt, de nome Q, tal que Q pare com
quaisquer dados se, e somente se, P para com d.
A saida F seré entéo o texto

procedimento Q():
P(d);

Como se V&, Q() para se, e somente, se, P(d) para.
» Problema da Equivaléncia — N&o existe um algoritmo Eq que decide se dois
procedimentos dados, P1 e P2, séo equivalentes ou néo.
Prova:
Pode-se ver que
Eq(Pt, procedimento D(): repita x<1 até que x=0) = 1
se e somente se P ndo para com nenhuma entrada. Como se vé no
préximo problema abaixo, isso € indecidivel, assim este segundo

problema é indecidivel.

» O problema de determinar se um procedimento ndo para com nenhuma entrada
(antialgoritmo) é indecidivel:

1seVx,P(x) ndopara _— 1,se3x,,P(x,) para
6’1(Pt)={ 491(Pt)={ ’

0se3x,,P(x,) para 0,seVx, P(x)nédo para

procedimento Q(z): P(x) €< Redugdo de P(d) a 6,
Entdo, P(x) para <==> Q para com qualquer entrada.

» O problema de determinar se um programa P, com dado d, executa um dado
comando S do programa € indecidivel:

procedimento Q():
P(d);
S;

Vé-se que Q executa S se, e somente se, P(d) para.
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O Problema da Parada Revisitado

O Problema da Parada ndo é efetivamente decidivel, isto é, ndo existe algoritmo F que
decide se um programa P parara ou ndo com dado X, ou seja

1, se P(x) para
0, se P(x) ndopara

F(P,x):{

Prova:
Suponha que F exista. Entéo F pode, certamente, ser aplicado a qualquer
procedimento Ik (k =0, 1, 2, ...).
Agora, defina uma fun¢ao g, tal que, para todo x € N,

) 0, se |, ndotermina,comx
X) =
J indefinidq se I, (x) termina

Considere o diagrama abaixo:

QZ read x

A 4

Construa o Ix

Néo

—» Escreva 0

Ix para quando
aplicado a x
?

Sim <
y

Este processo, claramente computa a fungdo g. Como € suposto que F existe, este
processo € efetivo e, assim, g é efetivamente computavel (existe um procedimento que
calcula g, e Q é um tal procedimento). Entdo, como g € computavel por Q, Q deve
aparecer na lista lo, Iz, I2, ..., digamos, na posi¢édo kO (Q = lko). Considere agora o valor
de g(k0), isto €, o resultado de aplicar o procedimento que computa g ao seu proprio
indice na lista lo, Iz, I2, ... (0 que vai acontecer é que Q vai ser aplicado a ele proprio).

Somente dois casos podem ocorrer: ou g(k0) € definido ou é indefinido. Se g(k0) é
definido, entdo Q deve parar (sendo ndo estaria definido!). Mas, isso implica que a
resposta a lxo para quando aplicado a kO é N&o (g definido implica g ndo definido [a
resposta de F]). Consequentemente, pela defini¢éo de g, isso ocorre s6 quando g é
indefinida. Contradigéo!
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Ent#o, a resposta € NAO s6 quando g(x0) é indefinido, e isso concorda com a definicéo
de g. Mas, se g(k0) é indefinido, Q deve entrar no loop i = 1. Mas, esse loop s6 ocorre
se g(kO0) é definido (resposta de F). Outra contradicéo.

Assim, a suposicdo que o Problema da Parada é efetivamente decidivel implica que g é
efetivamente computavel, o que, por sua vez, leva a uma situacdo impossivel:

g(k0) é definido <==> g(k0) € indefinido

Dai, o Problema da Parada ndo é efetivamente decidivel.

Considere os dois conjuntos A = {x | Wx é infinito} e B = { x | fx é total}.
A é o conjunto daqueles x que rotulam conjuntos infinitos. B € o conjunto dos x que
rotulam funcdes totais (fungdes definidas para qualquer elemento de seu dominio).

De uma maneira razoavel, cada um destes conjuntos é redutivel ao outro, pois, primeiro,
assuma que pudéssemos testar fx total para qualquer x. Ent&o, para testar Wxo infinito
para um dado Xo:

Use Xo para obter um x; tal que fx liste os membros de Wxo sem repeticdo e tal
que fx1 é total se Wxo € infinito, e ver se fx; € total.

Similarmente, segundo, assuma que pudéssemos testar Wx infinito para qualquer Xx.
Entdo, para testar fyo total para um dado yo:

1, se f,,(w) converge paravw < z
Use yo para obter um y; tal que f,,(z) =4 . e
diverge em caso contrario

ver se Wy € infinito.

Considere, agora, K = {x | fx(x) converge} e L = {x | Wx é finito}

K é redutivel a L.
Para testar xo em K: use Xo para obter xi, tal que

1, seP,,(X,) paraemz passos L
f.(2) :{ o (%) P P e ver se Wxy € finito.

divergeemcasocontrario

O problema de determinar se o valor da funcao inteira calculada por um programa P é
maior do que 5 para alguma entrada é indecidivel.

3

0. - 1sedx| f(x)>5
~|o,cec.
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procedimento P(n):
Y, p € INTERPR(Qt, x, n);
Se p, entdo devolva 6
sendo, devolva 0;

INTERPR executa Q com x durante n segundos (n suficiente!). Se Q para dentro dos n
segundos, entdo p = TRUE e P devolve valor >5, senéo, P devolve 0.

O procedimento INTERPReta recebe uma tripla (P, X, n), onde P é o programa, X € 0
dado para P e n é 0 nimero de passos (tempo) dado a P. Como temos uma tripla (P,x,n),
para o mesmo par (P,x) teremos n’s diferentes. Isto significa que se o programa P, com
dado x, ndo parou em n segundos, ele terd uma nova chance com m > n. Isto é
semelhante a um processo num sistema operacional, em que é dado um tempo maior a
um processo caso ele ndo termine no tempo que Ihe foi dado anteriormente. O processo
é recolocado na fila de execugdo (round-robin).

Resumo de Redutibilidade
A fungdo total F que calcula um predicado 61 ndo é a mesma f que reduz 01 a 0,:

F diz sim ou ndo para 0.
f transforma 01 em 02.

O predicado 01 ¢ decidivel se existir F. Se F ndo existir, 01 & indecidivel.
Se freduz 01 a 02 e ndo existir F para 01, entdo ndo existe F para 0,. Se existir F para 0,
entdo existe F para 0.

Sabendo que 01 € indecidivel e que 02 é decidivel por F2, ndo sera possivel achar f que
reduza 01 a 0>.

Se 3F,, < 3F; =F,
Se 3F, = 4F;,

Se 01 < 0, por f e existe FO2, entdo FO, (f(x1)) = FO4y, isto ¢, FO1 é a composicao de FO
com f, Fo2 (f).

Os seguintes problemas sdo mostrados serem insolUveis pela reducdo do problema da
parada a eles. O problema de

1. Decidir para qualquer x se fx € uma fungéo constante.

2. Decidir para quaisquer x e y se y € Imgfy.

3. Decidir para quaisquer x, y e z se fx(y) = z.

4. Decidir para quaisquer x e y se fx = fy.

5. Decidir para qualquer x se Imgfx é infinito.
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Conjuntos Recursivos e Recursivamente Enumeraveis

Um conjunto S é recursivo (efetivamente decidivel) se, e somente se, existe um
processo efetivo que, quando dado um objeto X, eventualmente respondera sim se x € S
e, eventualmente, responderd ndo se x ndo pertencer a S. Assim, 0 processo,
eventualmente, parara para qualquer entrada x.

Exemplo: O conjunto P = {x | x é par} é recursivo, pois o algoritmo abaixo decide se o
valor n pertence a P.

procedimento F(n):
X€En+2;
Se n =2 x x, entdo devolva 1
sendo devolva 0;

1 sexeS

A funcéo enumerativa correspondente de S é f (X) =
0,sexeS

Existem 4 conjuntos recursivos.

Um conjunto S é recursivamente enumeravel (efetivamente enumeravel) se S =& ou
existe um processo efetivo que listara todos e sé os elementos de S (possivelmente fora
de ordem ou com repeticGes). Assim, se X é um objeto,

a) Sex € S, o processo, eventualmente, listara x

b) Se xgS, entdo x nunca serd listado.

Em termos matematicos: S é recursivamente enumeravel se S =& ou existe f
computavel (existe uma maquina que calcula f) tal que S = imagem de f, ou seja, se f é
computavel e sobrejetora.

Note que um conjunto A pode ser enumeravel, mas ndo ser recursivamente enumeravel,

pois pode ndo existir uma funcdo uma fungdo (maquina) para listar os elementos de A.
Recursivamente Enumeravel é mais forte que Enumeréavel.

Se Aé recursivo, A é recursivo.

1,sexe A _ 0,sexeA
A0 {O,sexeA 5 (0= 100 {1, se X ¢ A

Seja U o conjunto universo (N ou Z*).
Um conjunto S — U é recursivamente se, e somente se, S =& ou S é aimagem de uma
funcéo efetivamente computével total f: N > U.
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Prova:
Se S =0, aprova e trivial (f é indefinida para qualquer valor).
Se S+U:
Seja S a imagem de f. Entdo, o procedimento abaixo enumera S.

procedimento p:
X € 0;
11y =f(x);
write(y);

X &€ X+ 1;
goto 1,

Suponha que o procedimento q listard os elementos de S. Assumimos que q produzird
uma serie infinita de saidas, mesmo que S seja finito (por repeticdo de um mesmo
elemento).

Sejaf: N - U tal que, para cada x € N, f(x) seja igual ao (x+1)-ésimo elemento
produzido por g. Claramente, f é total e sua imagem é S. Se f for computavel, a
proposicdo estara provada:

procedimento p(x):
i €0;
A: Se x = q(i) entdo {escreva f(x) = i; pare}
sendo {i € i+1; goto A}

O procedimento p, acima, é um processo efetivo e computa f.

Proposicao:
Se S é recursivo, entdo S é recursivamente enumeravel.

Prova:
Se S =, entdo S é recursivamente enumeravel, por definicéo.
Se S#J e S érecursivo, entdo existe P que decide pertinéncia em S.

procedimento Q

Sejay =0 o primeiro
elemento de U

v
» yE€ES?

A 4

Escrevay

\ 4
y = préximo elemento de U

A
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Proposicao:
A é recursivo se, e somente se, Ae A sdo, ambos, recursivamente enumeraveis.

Prova:
Ida: Como A recursivo implica A recursivamente enumeravel (provado

acima) e como A recursivo implica A recursivo, entdo A é
recursivamente enumeravel.

Volta: Existe P que enumera A e existe Q que enumera A, 0 processo
abaixo decide se x € A.

procedimento T(x):
n €0;
1: Se x = P(n) ent&o escreva 1
senao
se X = Q(n) escreva 0
sendo [n €n +1; goto 1]

Como A U A =U, x aparece em A XoU A, dai T é um algoritmo
(sempre para, porque X acaba aparecendo).

Existem 4 conjuntos recursivamente enumeraveis.

A é recursivamente enumeravel ndo decrescente se fa é ndo-decrescente.
A é recursivamente enumeravel em ordem crescente se fa € crescente.

Proposicao:
Todo conjunto infinito recursivamente enumeravel tem um subconjunto infinito
recursivo.

Prova:
Seja A infinito e RE. Seja f computavel e seja Imf = A.

Defina g computével por g(0) = f(0) e g(x+1) = f(y) | f(y) > g(x).

Seja B = Img. Entdo g enumera B em ordem crescente. Entdo B € infinito e
recursivo.

Desde que B < A, o teorema esté provado.

Se A é RE e A ndo é recursivo, entdo A nao é recursivamente enumeravel:
A={(P,,x)| P(x)néo para}

A ={(P,,x)| P(x) para
S ={(R.,x) [ P(x) para}
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S € RE se, e somente se, existe P tal que P(x) para se, e somente se, x € S.

Prova: Sejaao € S.
Ida:
procedimento P(x):
n €<0;
enquanto x # P(n), fagan €n+1;
devolva 1;

Volta:
Seja h1 : N = N? computavel e sobrejetora e hy : N = * computavel e
sobrejetora.

procedimento h(n):
p,q < hi(n);
X € ha(p);
u € 1(Pyx,0);
Se u, entdo devolva X, senédo devolva ap;

Aqui néo pode ser n, pois, um certo Xo hunca mais teria outra chance com um
tempo maior, e poderia ser que ele parasse para um no > n.

Caracterizacdo Alternativa de Recursivamente Enumeravel

Proposicao:
Se S é recursivamente enumeravel, entdo S é o dominio de uma funcgéo
computavel parcial.

Prova:

Temos um procedimento efetivo P que enumera todos e somente os elementos
de S: devemos produzir uma funcdo computavel f, tal que f(x) é definida se, e
somente se, X € S.

Seja C um elemento arbitrario de U. Defina f(x) como segue, para cada x € U.

{C,SEXES
f(x) =

indefinidasex ¢ S

O diagrama abaixo € um procedimento efetivo para f.

read x;

y = primeiro elemento de S;

lix=y?

Se SIM, write f(x) = c e pare;

Se Nao, y = préximo elemento de S e va para 1;
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Proposicao:

Se S é o dominio de uma fungdo computavel parcial, entdo S é recursivamente

enumeravel.

Prova:

Suponha que o procedimento P computa a funcéo parcial fe que S=J éo

dominio de f. Devemos, entdo, produzir um procedimento efetivo para enumerar

S. Uma tentativa inicial seria:

Seja x = primeiro elemento de U.
Calcule f(x) usando P.

PohdRE

Porém, este procedimento ndo é efetivo, pois o passo 3 requer o fim de um
processo possivelmente infinito, pois P ndo para se f(x) ndo esta definida. Para
sanar esta dificuldade, veja que P deve operar de uma maneira passo a passo.

Se f(x) estava definida (x € S) entdo escreva X.
Em qualquer caso, faga x = proximo elemento de U e va para o0 passo 2.

Dai, para computar f(0), tente com 1 passo. Se ndo der em 1 passo, tente com 2
passos, e assim por diante. O processo é ilustrado pelo fluxograma abaixo, com

U=N.

A 4
x
1

o

rode P(x) com n
passos, ou até que
P(x) pére.

Y

v
P(x) parou com n

passos?

x
1
x
+
N
A

A 4

write X

Este procedimento ¢ claramente efetivo, pois cada “box” ¢ individualmente efetivo, e
enumera todo o dominio de f. Este procedimento é chamado de dovetailing, em que

todos os programas P(x) tem pelo menos um passo executado.

A é RE <==> A = Imf, f computavel parcial.
A = Domf <==> Img, f, g parciais e computaveis.
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Proposicdo: Se A é recursivo, entdo A e A s&o recursivamente enumeraveis.
De fato, as funces f e f , definidas por

1se xe A _ _{indef,seXEA

f(x)= f(x
) {indef,sexeA ) 1 sexgA

s&o parcialmente computaveis, e Domf=AeDom f = A.

A reciproca é verdadeira: se Ae A sdo recursivamente enumeraveis, entdo A é
recursivo.
Entdo existem duas maquinas M, e M ., distintas, tais que M , lista os elementos de

Ae M lista os elementos de A . Assim, para um dado x, colocamos M, e M x para
trabalhar e testamos suas saidas com X:

Se M, soltax, entdo x € A; se M solta x, entdo X € A.
O valor x aparece por M, ou por M, porque AUA=U.

Existem conjunto recursivamente enumeraveis que ndo sao recursivos. Isso implica que
se A é recursivamente enumeravel, entdo A ndo é recursivamente enumeravel, ou que,
se A € recursivamente enumeravel, A ndo é recursivamente enumeravel.

Seja K= {1i|i€ Aij}, onde Aj = Domfi

K é o conjunto dos nimeros naturais que pertencem ao dominio das func@es das
quais eles sdo indices. Entdo fi esta definida para todo x € Aj e existe xo e A tal
que Xo = i. A cada A corresponde um fj tal que Aj = Dom fi e K é 0 conjunto dos
indices i.

Seja x um indice de uma funcdo f computével e y o argumento de f. Dai, existe
F, tendo como entrada x, y € N, tal que F(x,y) = fx(y), ou seja, F computa f.
A fungdo g(i) = F(i,i) é parcialmente computavel, e

K={i|i€ A} =i|i€ Domf; } = DomF = Domg
entdo K é recursivamente enumeravel.

EK?

Suponhamos que K é RE. Entdo K ={i|i e A}= A, para algum p.

Entioi € K se, e somente se, i € Ap.

Pela definicdo de K, i e K se, e somente se, i ¢ Ai. Ora, se K é RE, existe hp
tal que Ap = Domhp. Tomando p =i, teremosp € K <==>p ¢ A, = K ,0que é
absurdo. Dai, K n#o é RE e K nfo é recursivo.
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Seja K = {x | fx(x) converge} = { x | x € Wy}

Wy = Dominio de fy, onde f é parcial e computavel, sendo Wy, ento,
recursivamente enumeravel.

Prova:
1, se f,(x) converge

Defi X) =
efina g(x) {diverge se f,(x) diverge

g, claramente, é parcialmente computavel e K = Domg. Dai, K é RE. E K ?
Assuma que K é recursivo. Entdo K = W, para algum m (K é RE). Dai,

m € K <==>m € Wn, por defini¢do de K, mas
m € K <==>m € Wn, pela escolha de m

Isto € uma contradi¢do, dai, K ndo pode ser recursivo. Assim, enquanto K é RE,
K n3o é.

Teorema 7: Se f € recursiva parcial e A é recursivamente enumeravel, entdo f1(A) é
recursivamente enumeravel.

Prova Informal
Liste os membros de A. Ao mesmo tempo, liste, por dovetailing, computagdes
de f para todas as entradas possiveis. Escolhas aquelas entradas que tem
correspondentes em A.

EXEMPLOS

1.Se Aé REeBéRE, entdo AnB ¢é RE.
Prova:
procedimento P A~ B (x):
Pa(X); Ps(x);

P AN B (x) para se, e somente se, x € A e x € B.

2. Seja A < N infinito e RE em ordem ndo decrescente, isto é, para i <j => f(i)
< f(j), entdo A é recursivo.
Prova:
procedimento P(X):

m &-1;

repita n € n+1 até que x <f(n);

Se x = f(n), entdo devolva 1

sendo devolva 0;
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3. A ={Pt| DomP ¢ infinito}, P para para qualquer a € A.
Prova:
Seja o algoritmo f que, dado Pt, devolve Q:

procedimento Q(x):
inicio:
W € Xo; {Xo € uma palavra de 2*}
Enquanto w # x faca
inicio:
P(w);
W € sucessor(w);
fim
devolva 1;
fim

T<Aviaf: RET=>Q:€A
T ndo RE ==> A ndo RE ==> A nio recursivo.
T <A = A nio RE.

4. Ac X éRE se, e somente se, existe um programa P que, com entrada x € X,
para se, e somente se, X € A.

Prova:
6‘::>,’
Como AéRE,ou A= ou 3f : N — A sobrejetora:
Casol: A=O

procedimento P(x):
Enguanto 1 # 0, faca nada;

Caso 2: A= JJ, entdo f existe

procedimento P(X):

inicio
n <-1;
repita n €n+ 1 até que f(n) = x;
devolva 0;

fim

P(x) para se, e somente se, x € A.

P
Suponha P um procedimento tal que P(x) para se, e somente se, x € A.
Suponhamos que A = O, ou seja, P(x) para pelo menos para uma
entrada. Se A=, trivial. Com A= & tomamos apo € A (onde ap € um
elemento qualquer escolhido). Geramos o par (X,y), deixando P(x) ser
executado por y segundos. Ou P(x) para e x € A ou P(x) excede limite de
tempo, entdo devolvemos ao.
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Redutibilidade e Recursividade

A<B se df talquevxe A<= f(x)eB
(Equivalentemente:

A<Bse A=f ™(B)ouf(A)cBAf(A)cBouC,=C.(f)
onde C é a funcéo caracteristica).

Teorema:
a)A<B=A<B
b) A< B A Brecursivo= Arecursivo

E 0 mesmo que: se A < B e B ¢ decidivel, entdo A ¢ decidivel.
c) A< B A B é recursivanente enumeravel = A é recursivanente enumeravel

Prova:
a) Imediato.
b) B recursivo implica que existe um algoritmo Psg:

1, xeB

PB (X) = = CB
0, x¢B

Como f reduz A a B, temos:

procedimento Pa(X):
devolva Pa(f(x)) = Cgof
¢) A<Brporf, dai A=f(B). Entdo, pelo teorema 7, A é
recursivamente enumeravel.

Se A é recursivamente enumeravel e A nio é recursivamente enumeravel, entio
ALAe ALA.

Entdo K £ K e K £ K

A < B ndo implica geralmente que A< B .
Definigéo

A=Bse A<BeB<A

A éequivalenteaBse B<Ae A <B.

Outra prova de c:
A < B A B recursivanente enumeravel=> A recursivanente enumeravel

Se B é recursivamente enumeravel 3P | P(x) para< x € B.
P(f(x)) para=> f(x) e B= xe A (pois A<B,xe A< f(x)eBl)
P(f(x))ndopara= f(x)gB=>x¢ A
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Corolario: Se A <mB e A nfo ¢ recursivamente enumeravel, entdo B ndo é
recursivamente enumeravel.

Seja K = {P; € X* | Pr e um programa e P(Py) para}, K é recursivamente enumeravel.
Tentemos reduzi-lo ao Problema da Parada, que é recursivamente enumeravel.
Seja B = { Pt| P(d) pare}. “Cavamos” uma funcgéo f redutora que faz f(Pt) = (Py, Py).

Caso 1:
; P(P,) para=P, eK e (P,P)eB
Pt € um programa L,
P(P)ndopara=P, ¢K e (P,P)eB

Caso 2:

Ptndo é um programa = P, ¢ K e (P,,R) ¢ B
Como houve concordéncia, é reducdo e, como B é recursivamente enumeravel, também
K é recursivamente enumeravel.

Qualquer conjunto A recursivamente enumeravel é redutivel a K.

Seja A recursivamente enumeravel. Entao existe procedimento P tal que P(x) para se, e
somente se, X pertence a A. Portanto:

proce dim ento Q(y) :

devolva P(x) }Se xe A= P(x) para.. Q(y) para paraVy e *.. Q(Q,) para.. Q, e K

Sex ¢ A= P(x)néo para= Q(y)néopara VvVy e Z*= Q(Q,)ndopara.. Q, ¢ K
Como houve concordancia dos “==>”, ¢ redu¢do. Dai, podemos concluir que A é
recursivamente enumeravel se, ¢ somente se, A < mK (esta ¢ outra caracterizagao).
Mais uma Caracterizacao de Res:

A={xeX*|3dy e Z*A(X,y)e B} e B recursivg entdo A é RE

A ¢ formado por aqueles x que, juntamente com y, ambos em X*, formam um par (X,y)
que pertence a B.

Prova:
Caso 1: Se A=, implica que A é RE (por defini¢éo)
Caso 2: Se A= I (entdo deve existir f, ..., computavel, sobrejetora).

Seja xo € A e seja hy : N 2 T* x ¥* uma fung@o sobrejetora e computavel que,
dado n € N, devolve um par (x,y) € (X* x £*).

procedimento h(n):
X,y € hi(n);
Se P(x,y), entdo devolvax  {P decide (x,y) € B?
sendo, devolva xo
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h(n) para para qualquer n, devolve x ou devolve Xo.

Se devolve Xo, implica que Xo pertence a A.

Se devolve x, neste caso P(x,y) ¢ verdadeiro, portanto (x,y) € B e, portanto,
existe y tal que (x,y) € B.

Portanto, x € A, portanto h : N - A é computavel.

h ¢é sobrejetora, pois, seja x € A, entdo existe y pertencente a * tal que (X,y)
pertence a B.

h1 é sobrejetora, portanto existe n tal que hi(n) = (X,y), entdo h(n) devolve x.
Portanto, A € RE (pela definicao).

Prova 2 (mais simples):
procedimento busca(x):
inicio:
y<n
Enquanto (x,y) ¢ B, faga y < proximo(y);
devolva 1

busca(x) para se, e somente se, x € A, dai A é RE.

Reciproca da Caracterizacdo Antesequente

Para YA < X * recursivamente enumeravel, existe B recursivo, com B = T *xX *.
Entéo A pode ser definido por A={x e Z*|3Jy e Z*A(X,y) € B}.

Prova:
Seja A c X* e seja P tal que P(x) para se, e somente se, X pertence a A (existe,
pois A é recursivamente enumeravel). Defina B por

B = {(X, xn) | P(X) para em n passos}

onde xn = h(n) e onde h : N > X* bijetora-computavel, resulta B recursivo e
A={xeX*|ayeZ*A (Xx,y)e B}.

S . . lsexeA
5. A recursivo implica que existe algoritmo Q tal que Q(x) = .
OsexegA

Construimos
procedimento P(X):
Se Q(x) =1, entdo devolva 1,
sendo repita nada até que 1 =0;

P(x) para se, e somente se, x pertence a A. Dai, A é recursivamente enumeravel.

6. T = {Pt| Pt € algoritmo} ndo é recursivamente enumeravel.
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7. B={P, | P=Q, Q dada}= conjunto dos programas equivalentes a um programa Q

dado.
Hipoteses:
B ndo é RE ==> B n&o é recursivo.

_ [n&oé RE, Dom(Q) # &
" |é RE, Dom(Q) =&

Anélise:
Caso 1: Q é algoritmo.
Pode-se mostrar que T < mB por f:

f(Rt) =P >
procedimento P(x):
inicio
R(X);
devolva Q(x) // Rode Q com x //
fim
SeR,eT=P=Q=PeB

SeRi¢T=P#£Q=P¢B
(pois Q para sempre e P ndo!)

Entdo, B ndo é RE, B nao é RE e B nao é recursivo.

Caso 2: Dom(Q) =<
S ={(R,,d,)|R(d) é RE}, 3f : N — S alg oritmo sobrejetor.

Q nédo alg oritmo = 3x'| Q(x') ndo para

S = {(Ry,dt) | R(d) n&o para}.
Podemos fazer S < mB, por f(Ry,dt) = Pt:

procedimento P(x):
Se x = x’, entdo devolva R(d)

sendo devolva Q(x);

Se (R,,d,) € S = R(d) ndopara= P(x)ndopara.. P=Q
Se (R,d,) ¢S = R(d) para= P(x") para.. P#Q
..B ndoé RE= B ndo é recursiva

Andlise de B
Caso 1: Dom(Q) = @,3x'|Q(x") para

S = {(R;,d,) ndo parae S < mB
f(Rt,dt) = Pt:
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procedimento P(x):
inicio.

R(d);

Q(x);

fim.

Se (Ry,dt) € S = R(d) para = P = Q (pois o P dependera
do QM.

Se (Ry,dt) € S= R(d) ndo para = P(x’) ndo para (mas
deveria) = P # Q (ja que Q(x’) para).

Portanto, B ndo é recursivamente enumeravel.
Caso 2: Dom(Q) = @
procedimento g(n):
Ry, dt éf(n);
Devolva R;;
g enumera S e é sobrejetora de N = B, portanto, B é
recursivamente enumeravel.
C = {P¢| P calcula funcdo = 0}
C ={P¢| Dom(P) =Y * e VX, P(x) = 0)
C ndo é recursivamente enumeravel. C néo é recursivamente enumeravel. C ndo
é recursivo.
Pode-se mostrar que T < mC:
Seja f: > * = Y* o algoritmo que, dado Qt, devolve Py
procedimento P(x):
Q(X);
Devolva 0;
Supondo C recursivo:
SeQteT=PieCeseQt& T = Pt & C. Portanto, T <mC.
D = {P:| Dom(P) é recursivo}

Mostra-se que T <mbD, f(Ry) = P..
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Se Rt ¢ T = Dom(P) é finito, portanto recursivo (P: & D).

Se Rt € T = Dom(P) = K (o conjunto K visto anteriormente) = P; € D.

Procedimento P(x):
Inicio.
w € Xx0;
enquanto w # x faga
inicio
R(w);
w € succ(w);
fim
R(w); X(x); devolva 0
Fim.
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ADENDO | — TEORIA DOS NUMEROS

A teoria dos nimeros estuda as propriedades das séries de niUmeros naturais.
Segue, abaixo, um resumo rapido e restrito de teoria dos nimeros.

Ndmeros Figurados

Numeros figurados séo aqueles cujas quantidades de pontos que ele representa
podem formar uma figura. Podemos ter:

NUmeros retangulares: a.b
Numeros quadrados: a.b, com a = b.
Numeros triangulares: e ° °
[ ] [ J e o
[ J

°
1 3 6

7 - 7 1 -
Todo numero triangular é da forma T, = > n(n+1), ou seja, essa
férmula da o n-ésimo namero triangular.

NUmeros pentagonais:
O n-ésimo pentagonal é dado por P, = %(Sn2 —-n).

NUmeros k-agonais:
S ’ . 1
O n-ésimo namero k-agonal é dado por Ek(n2 —n)—n?+2n.

Nameros Gerados
Todo nimero c é produto de dois fatores, ou seja, c =a.b,comc#0ebeasédo
os divisores de c. Ambos, a e b no podem exceder +/c a0 mesmo tempo.
Qualquer divisor de a ou de b também dividira c.

O maior resto r de uma divisdo de a por b é igual ab — 1.

a=gb+r= al/b =q+ r/b (dividindo ambos os lados por b). Dai, concluir-se
quer/b<1leq-=[a/b].

Todo numero n pode ser escrito em uma das formas:
3k,3k + 1;5k,5k + 1,5k + 2; 4k, 4k + 2,4k + 1

Qualquer nimero € igual a 2q ou 2q+1. Quadrando, temos 49 e 4g+4q+1. Dai,
todo nimero quadrado € divisivel por 4 ou deixa resto 1.

O quadrado de um namero impar é da forma 8g+1. Prove com 4k+1, acima.
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Qualquer nimero n pode ser escrito na forman = 10a+b, com 0 <b <9.
Os niimeros da forma y* s6 sdo divisiveis por nimeros da forma y*, onde x’ < x.
Qualquer poténcia de 2, 2", tem n+1 divisores.

Qualquer poténcia y* tem x + 1 divisores.

Ndmeros Primos

e Os Unicos divisores de um nimero primo sdo o proprio numero e o 1.

e Os nUmeros primos ndo sdo numeros retangulares. Sim, pois,a=1oua=p,
oub=1oub=p, sendo que a.b ndo gera um retangulo e, sim, uma linha.

e O menor divisor de um nimero ¢ > 1 é primo.

e Qualquer inteiro maior que 1 é primo ou é produto de primos:
60 = 22*31*51
60 tem (2+1)(1+1)(1+1) = 12 divisores. Pode-se generalizar isso.

Primos de Marsenne
Um primo de Marsénne tem a forma Mp = 2° — 1, onde p é primo.

[Note que nem todo nimero dessa forma é primo e que nem todo ndmero primo
é dessa forma].

3,7, 31, 127 sdo primos de Marsénne.

Primos de Fermat

Tem aforma 22" + 1

Conjectura de Goldbach

Todo niimero par > 6 é soma de dois primos impares.

(A conjectura nunca foi provada!)
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Maximo Divisor Comum e Minimo Multiplo Comum

MDC(x,y) é o maior valor que divide x e y simultaneamente (divisao inteira).
Nota-se, facilmente, que 0 mdc nunca € maior que 0 menor de x e y.

MMC(x,y) é o menor valor entre a.x e b.y, sendo que a.x =b.y, e ae b sdo
valores quaisquer.

Propriedades:

MDC(a,b)*MMC(a,b) = a*b
MDC(a,b,c) = MDC(MDC(a,b),c)
MMC(a,b,c) = MMC(MMC(a,b),c)

Pode-se generalizar para qualquer nimero de argumentos.

Numeros Perfeitos

S&o aqueles cuja soma de seus divisores, ndo incluindo o proprio nimero (mas,
incluindo o 1), d& o préprio niUmero como resultado.

6, 28, 496, 8128 sdo perfeitos. Ndo se sabe se 0 conjunto dos numeros perfeitos é
infinito ou n&o.

Todo nimero perfeito é da forma 2°1(2° — 1), onde p é primo. Note que 2° - 1 é
um primo de Marsénne:

6=2(22 1)

28 = 22(28 — 1)
496 = 24(25 - 1)
8128 = 25(27 — 1)

Veja que todo niimero perfeito é da forma 2°1(2P — 1), mas, nem todo
nimero da forma 2°1(2° — 1) é perfeito, portanto, ela ndo é uma formula
fechada para gerar todos os niimeros perfeitos. E por isso que ndo se sabe
se 0 conjunto de perfeitos € infinito ou ndo.

Seja Sq a soma dos divisores do nimero n:

NUmeros Abundantes: Sq > n.
NuUmeros Perfeitos: Sq = n.
NuUmeros Deficientes: Sq < n.

O primeiro numero para abundante € o0 12.
O primeiro namero perfeito é o 6.

O primeiro impar abundante € 945.
Claramente, todo primo é deficiente.
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2n—1 X (2n _ 1)

O primeiro fator tem n divisores e a soma de seus (n — 1) divisores (excluiu-se o
proprio nimero) é igual a 2" — 1.

Se o segundo fator for um nimero primo, a soma de seus divisores (excluso o
préprio nimero) sera igual a 1. Dai, esses dois fatores produzirdo um nimero m
cuja soma de seus divisores [note que todos os divisores do primeiro fator e
todos os do segundo sdo divisores do produto também], excluindo m, sera igual
a(m-1)+1=m,emseraum nimero perfeito.

Ndmeros Amigos

Seja Sq(m) e Sq(n) as somas dos divisores de m e n, respectivamente. Os
ndmeros m e n sdo amigos se S¢(m) = n e Sq¢(n) = m.

220 e 284 sdo 0s primeiros nUmeros amigos.

Se, para algum n, dois termos sucessivos Pn.1 € P, S80 ambos primos, examina-se
0 nmero gn = 9*2"! — 1. Se qn for primo, entdo M = 2".Py..1.Pn e N = 2".qn S80
amigos.

Conjectura de Fermat
N&o existem inteiros X, y,z>0en > 2 tal que X" + y" = z"

Assim como a Conjectura de Goldbach, a de Fermat também n&o foi provada. E
verdadeira para valores especificos de n. Nao se conseguiu ainda a prova para n
igual 3.

Vamos, n6s aqui, conjecturar sobre esta conjectura para n = 3 (cubos).

Primeiro, uma definicéo particular:
¢ ¢ um cubo real se c = m x n, sendo m e n cubos quaisquer.

Se m = p?, sendo p primo e n um cubo qualquer, ndo ha como m ser gerado
pela multiplicacdo de dois cubos (pelo menos um deles maior que 1).

O menor cubo maior que 1 que existe é 8. Entdo 8 é o gerador inicial. O proximo cubo
que existe € 27. O 27 é gerado por um primo ao cubo (3 ao cubo). O 27 ndo pode ser
gerado por 8 x n, onde n € um cubo cuja raiz clbica € inteira. Se pudesse, teriamos que
8xn=27==>28x3=3P==>2 xr=3==>r= 3 Comon = 2—87 ndo é inteiro, ele ndo
existe. Entdo, 27 ndo é um cubo real. Outros cubos néo reais: 125, 343.

Entdo, todo cubo ndo real é gerado por um primo. A raiz clbica desse cubo nunca sera
inteira.

Um cubo real é um cubo que pode ser gerado pelo acimulo multiplicativo de outro
cubo: CuboX x CuboY = CuboZ.

A adicdo de dois cubos ndo gera um cubo, pois, a adicdo minima de cubos para gerar
um cubo, necessita de 8 cubos.
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Se a adi¢do de n cubos (n>7) gera um cubo, é possivel criar 2 grupos com os n
cubos de tal maneira que cada grupo seja um cubo? Respondendo isso, vocé decide
sobre Fermat.

Fermat diz: A+ B =C, onde A, B e C sdo cubos inteiros.

A + B é 0 agrupamento que queremos, mas, ndo sabemos quantos termos tem em A e
nem quantos termos tem em B. Sabemos, porém, que qualquer elemento de A € igual a
qualquer elemento de B. E 0 mesmo elemento X que aparece em A e em B, n vezes nos
dois. Assim, A + B =nX. X ndo é um cubo, mas €é a n-ésima parte de um cubo.

Se X é um cubo e Y é um cubo, entdo XY é um cubo, mas, X/Y pode ndo ser um cubo.
Entdo, dado um cubo X >, X/Y sera um cubo apenas se, ao se retirar Y de X n vezes,
X fica nulo. Pela linha acima, entdo, implica que n é um cubo, e X = nY.
Acumulando-se Y n vezes, teremos um cubo. Separando-se Y em dois grupos, 0 maior
grupo possivel terd n/2 Y's. Sendo n um cubo, n/2 ndo é um cubo. Assim, o primeiro
grupo devera ter menos que n/2 elementos Y e o segundo grupo mais que n/2 elementos
Y, ou seja, 0s grupos tém que ser complementares em relacdo a Y.

Oqueé A+BeoqueéAxB?

A é uma quantidade; B é outra quantidade; A+B ¢ a quantidade A continuada na
quantidade B (ao se contar), como se B fosse um outro A e B + A é a quantidade B
continuada na quantidade A, como se A fosse B. Nesse Ultimo sentido, podemos
escrever A + (A) e B + (B).

"A xBéA +(B), onde B se acumula (A-1) vezes e o primeiro A é igual aB: A + (B) =
B + (B+B+B+...+B) x (A-1).
BxA=B+(A)=A+ (A+tA+A+...+A) x (B-1)"

m?" é cubo para qualquer n > 0.
m" ndo é cubo se m ndo é cubo e n ndo é maltiplo de 3

Abaixo, C significa “cubo” e NC significa “ndo cubo”.

CIC=CouNC==>C=CxCouC=CxNC
C/INC=NCou?==>C=NC xNCouC=NC x C (entdo, NC)
NC/C=NCou?==>NC=C xNCouNC=C x C (entdo, C)
NC/NC =NCouC==>NC=NCxNCouNC=NCxC
CxC=C

CxNC=NC

NC x NC= cubo (2 x 32) e ndo cubo (2 x 15)

Se A é cubo e B € cubo, (A-1) ndo é cubo e B menos uma parte dele ndo é cubo. Como
(B+B+B+...+B)(A-1) ndo pode ser um cubo, A + B ndo gera um cubo!!!

Como Fermat sentiu preguica, também estou sentindo. Esta deve ser mais uma
das milhares de provas falsas.
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NUmeros Congruentes

O numero a e congruente ao numero b se a — b é divisivel por um nimero m
dado e diz-se que a é congruente a b médulo m.
Notacdo: a = b(mod m)

O numero a sera congruente a b se b puder ser escrito assim b = a + km, para um
k qualquer.

O nimero a pode ser uma expressao: expressdo = n (mod m).

Ndmeros Computaveis

O namero real r, 0 <r < 1, é computavel se, € somente se, existe uma funcao
recursiva total f; cujo valor com argumento i € o i-ésimo digito ap6s o ponto
decimal na representacdo de r.

Isto €, se r = .dod1d>..., entdo, f(0) = do, fr(1) = dy, etc. A funcéo f; é chamada de
gerador de r.

» Os racionais em [0, 1) sdo computaveis.
» Existem reais ndo computaveis.
Prova:
O numero cujo n-ésimo digito é 1 se fn é definido em n, e 0 em caso
contrario, possivelmente pode ndo ser computavel, pois, se fosse,
qualquer gerador seria uma funcéo caracteristica para o conjunto P
abaixo.
P = { x| fx é definida em x}

Mas, sabemos que esse conjunto ndo possui uma funcgdo caracteristica,
isto é, ndo € recursivo. Teriamos uma contradicgéo.

» Existem irracionais computaveis
Exemplo:

V2 — 1 estaem[0,1) e é irracional.
A fungéo recursiva abaixo calcula a expressao acima.

Integer procedure oxen(d); value d; integer d;

begin
integer temp, i;
if d = 0 then oxen := 4
else
begin
temp := 1*10°N(d+1);
fori:=0stepluntild-1
do temp :=temp + oxen(i)*10"\(d-i);
for i:=0 step 1 until 10
do if(temp+i)"2 > 2*107N(2*(d+1))
then goto exit
exit: oxen :=i—1;
end
end
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Multiplicacéo de Matrizes

Algoritmo de Strassen para matrizes 2 x 2:

function prodmat2 (x, y): { XxY =2}
begin.

End.

P1:= (X11 + X22) * (Y11 + y22); /* Notacédo Pascal */
P2 1= (X21 + X22) * i1,

P3:=X11 * (Y12 - Y22);

Pa = Xo2 * (Y21 - Y11);

Ps := (X11 + X12) * Y22,

Ps := (X21 - X11) * (Y11 + Y12);

P7:= (X12 - X22) * (Y21 + Y22);

Z11 :=P1+P3—P2+Py;

Z12 .= P3 + Ps;
221 := P2 + Py;

Z22 .= P1+ P3— P2+ Ps;

return z;

Para qualquer matriz de dimensdo 2%, basta aplicar recursivamente, dividindo-a
em blocos. Para matrizes de dimensdo # 2%, basta completa-las com zeros para a

poténcia de 2 mais proxima.

Multiplicagé@o Russa

87 x 59:

87
43
21
10

59
118
236
472
944
1888
3776

O primeiro nimero € divido por 2
(divisdo inteira), até chegar a 1,
enquanto o segundo nimero é
multiplicado por 2.

Elimine da segunda coluna aquele
nlmero que corresponda a um ndmero
par na primeira coluna. Adicione o que
restou da segunda coluna para obter o
resultado.

94



Bases

Um ndmero a numa base b qualquer é representado na base 10 por:
a=anb" + an1b™* + ... + ab? + aib! + aoh®
onde a sdo os digitos que compdem o nimero na base b.

Veja isso:
(1) =0.3333 ..., = (1) =0.2 (1> =0.4
3)., : -=(3). 2\3),, :

Uma divisao que é infinita numa base pode se tornar finita em outra base.
Claro que ndo se trata da divisdo do mesmo namero!!!

logqox

Uma do dia a dia da Matemaética: log, x = :
logiob
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ADENDO Il - FUNCOES CONVEXAS

Uma funcdo real f(x) definida num conjunto convexo (vide) D de um espaco
linear de R é chamada de funcéo convexa se, para todo x,yde De 0 <a <1,
temos f(ox + (1-a)y) < af(x) + (L-a)f(y).

Ar ‘}

) e _

fow)  |----

v

v

X1 a X2 X1 o X2

A funcdo f(x) é chamada estritamente convexa se, em vez de < tivermos <,

exceto quando a=0ou a = 1.
Se —g(X) é convexa (estritamente convexa), a funcao +g(x) é chamada de funcéo

cdncava (estritamente concava).
Algumas vezes, a condi¢do para uma funcdo ser convez é relaxada tal que a

. . , . 1
desigualdade acima ¢ assumida somente para o = >
Contudo, se D é espaco linear topologico e f é continua, entdo a condicao
relaxada implica a condicéo original. Consideramos, principalmente, o caso
onde D é um intervalo na linha real. Neste caso, uma funcao convexa f(x), no
sentido mais fraco (condicéo relaxada), é continua no interior do intervalo se f(x)
é mensuravel ou limitada superiormente num conjunto positivamente
mensuravel.
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Passagem do conteudo manuscrito para contetdo digital concluido em 2 de fevereiro de
2012, as 17:05.

Este resumo foi obtido a partir das seguintes obras:

1. Aspectos Tedricos da Computacdo — C. Lucchesi, Thomasz Kowaltowski, Imre
Simon, Istvan Simon, Janos Simon.

2. Fundamentals of Computing Science — Kurt Maly/Allen R. Hanson

3. Set Theory — Seymour Lipschutz

4. Theory of Functions of Real Variables — I. Natanson

5. Computability Theory — Neil D. Jones

6. Computability and Logic — George Boulos/Richard Jeffrey

7. Theory of Recursive Functions and Effective Computability — Hartley Rogers Jr.

8. Introducdo a Teoria da Computacdo — Roberto Lins de Carvalho

9. Number Theory and Its History — Oystein Ore

10. Notas de Aula no curso de Ciéncia da Computagdo da UNICAMP, turma 1977

Os dois melhores livros da lista séo 0 do Seymour Lipschutz (ndo se se por causa dele
ou por causa do esquema da Colecdo Schaum, que sempre publicou livros bastante
didaticos) e o do Hartley Rogers Jr.

O que achei mais dificil de absorver foi o primeiro da lista, que era o adotado no curso
da Unicamp. Seus autores realmente sabiam do que estavam falando, s6 ndo ficou bem
explicado. Da parece sentir “buracos” no livro que, se preenchidos, o tornariam mais
compreensivel.

Campinas, SP, Julho de 1982 (vers&o escrita manualmente e estendida agora).
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